Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


• 


35/ 


THÉORIE  ANALYTIQUE 


DU 


\ 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


IMPRIMERIE  DE  BACHELIER, 

rue  du  Jardinet,  a*  13. 


/?7^'^ 


THÉORIE  ANALYTIQUE 


DU 


SYSTÈME  ^  DU  MONDE , 


V  ^- 


PAR 


j"      ï    a  » 


K  N     i 


V 


")/, 


î>  /ù  £  c  jL^i. 


G^/  Ue  pontécoulant, 


Membre  de  la  Société  royale  de  Londres  et  de  l'Académie  def 

Sciences  de  Berlin. 


TOME  TROISIÈME. 


'■  ^s*< 


■•••« 


PARIS, 

BACHELIER,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

POUR  LES  MATHÉMATIQUES  , 
QUAI    DES    AUGUSTINS,     N**    55. 


VMM/WVWWW 


1854 


MMVM^AA  V^%^^MMM^^^M^^M^<W^»0»»<Mi»WW»MWWMM<WWMMW<WWWV»W>  »VWWMVWWV»^M%»»'»»> 


->: 


^ 


^ 


AVERTISSEMENT. 
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Le  Wisième  volume  de  la  Théorie  analjrtiqw  du 
Système  du  monde  devait  paraître  au  commeuce- 
ment  de  cette  année.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  ^u'il  con- 
tient et  du  format  que  j'ai  adopté ,  ont  retardé  jusr 
qu'à  ce  jour  sa  publication.  Il  me  parait  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre ,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  l'ouvrage  fut 
composé^  ont  pu,  par  ce  retard  indépendant  de 

^  ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  des 

Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 

^  le  est,  par  exemple ,  dans  la  théorie  des  perturbations 

planétaires,  la  méthode  qui  donne  les  coeiEciens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M«  Poisson  n'avait  fait 
qu'indiquer  cette  méthode ,  je  lai  présentée  ici  avec 
assez  d  étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subsr- 
titutions  numériques;  à  peine  alors  l'avait-on  r^^ 
marquée,  et  aujourd'hui  elle  a  déjà  reçu  d'importantes 
applications. 

J'avai3  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à  la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées  ;  mais  la  place  que  la  première  a  oc- 
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cupée^  les  développemeas  qu'elle  a  demandés,  les 
exemples  numériques  que  j'ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m'ont  plus  laissé  l'espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume ,  qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre ,  et  j'aurai  rempli  l'engagement  que 
j'ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j'ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m'ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j'ai  dit  dans 
l'Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n'ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste  ^  ni  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m'eût  paru  trop  ambitieuse , 
la  seconde  trop  modeste.  J'ai  voulu  rassembler ,  dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde ,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace ,  comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à  celles  qu'auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains  ;  moi ,  dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j^ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsque  j'ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c'est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que   les  cas  Tout  exigé,  j'ai    appliqué  à  des 
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exemples  particuliers  les  théories  générales ,  pour  en 
rendre  rintelligence  plus  facile.  Souvent ,  en  traitant 
le  même  sujet  que  Tillustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste j  il  ma  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j^ai 
mieux  aimé  m'exposer  à'  tous  les  désavantages  de 
cette  position  y  que  de  chercher  un  ordre  d'idées  moins 
logique  et  moins  rationnel.  Enfin ,  j'ai  presque  tou-< 
jours  adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l'étude  des  applica- 
tions de  l'analyse  aux  sciences  naturelles  :  une  langue 
écrite  doit  donner  d'autant  moins  de  peine  à  com- 
prendre ^  que  ses  caractères  sont  moins  nombreux 
et  mieux  arrêtés ,  et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
plus  la  stérilité  de  l'imagination,  que  cette  manie 
trop  fréquente  d'inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d'étudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  s'ils 
trouvent  que  j'ai  fait,  sous  ce  rapport,  un  travail  utile, 
j'aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m'étais  proposé. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
gères à  la  science ,  quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m'ont  paru  n'avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ;  mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j'ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu'au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l'état  actuel 
de  l'astronomie  théorique  m'ont  compris ,  et  c'est  à 
leurs  encouragemens  que  j'ai  dû  le  courage  de  pousser 
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jusqu'au  bout  C6tt$  diffidiô  entreprise.  Ou  me  per- 
mettra d'en  citer  ici ^  pour  preuve,  la  lettre  suivante, 
qui  m'a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu'on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  k  mon  ouvrage  sous  le  rappdrt 
de  son  utilité,  et  qu'on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  sais  mieux  que  personne  ce  qu'elle  peut  avoir 
de  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 


Pieu,  20  décembre  i 


Paris,  ce  4  Novembre  183g. 
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*■  On  doit  se  rappeler  quHl  existait  pins  que  de  la  froideur  entre 
liEGENDRE  et  Laplace,  et  certainement  c^est  plutôt^Phomme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  éclaircir  aujourd'hui  quelques-  unes  des 
parties  de  la  Mécanique  céleste,  mais  cfest  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  élevé  aux  sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques. 
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TABLE  DES  MATIÈRES.  xtïj 

nées.  On  peut  donc  regarder  leur  action  sur  le  Bystème  piane'taire  comme 
absoloment  insensible  ,.eC  sa  stabilité  n^en  peut  être  altérée no  83 

CHAPITRE  Vm.  Inégalités  du  mouvement  des  planètes ,  produites  par 
Inaction  des  satellites  et  des  comètes page  S97 

Les  inégalités  qai  résultent  de  l'action  des  satellites,  dans  les  monvcmens  des 
planètes,  sont  tontes  périodiques,  et  la  petitesse  de  leurs  masses  comparées 
à  celles  des  planètes  principales,  rend  ces  inégalités  très  peu  considérables. 
Elles  sont  insensibles  dans  les  monvemens  de  Jupiter,  et  il  est  probable 
qu'il  en  est  de  même  pour  Saturne  et  Uranns n<*  83 

L'action  des  comètes  sur  les  planètes  cfrt  tout-à-fait  insensible.  Ainsi  Faction 
de  la  comète  de  1770,  celle  qui  a  le  plus  approché  de  la  Terre,  n'a  pas 
altéré  de  o",9  la  durée  de  l'année  sidérale  j  elle  a  traversé  le  système  entier 
des  satellites  de  Jupiter  sans  y  canser  aucune  perturbation.  On  en  doit  con- 
clure qnc  les  masses  des  comètes  connues  jnsqu'ici  sont  trop  petites  pour 
avoir  aucune  influence  appréciable  sur  les  mouvemcns  et  la  stabilité  du 
système  planétaire ,  ou  sur  l'exactitude  des  tables  astronomiques. .     n<*  84 

CHAPITAE IX.  Du  plan  invariable  du  système  du  monde, . .    page  33o 


• 


Examen  nouveau  des  formules  qui  le  déterminent,  tendant  h  prouver  : 
i««  qu'on  a  h  dessein,  et  avec  connaissance  de  cause,  négligé  jusqu'ici  d'a- 
voir égard  aux  aires'introduites  par  les  mouvemens  de  rotation  des  pla- 
nètes, a^.  Que  la  partie  de  ces  aires ,  qui  dépend  de  la  non  sphéricité  du 
Soleil  et  des  planètes,  la  seule  qui  puisse  altérer,  dans  les  siècles  futurs, 
la  position  du  plan  invariable,  est  absolument  insensible.  L'action  des  sa- 
tellites ne  peut  y  produire  non  plus  aucune  altération  appréciable.  L'ac- 
tion des  étoiles  pourrait  seule,  à  la  longue,  en  changer  la  posuion  ;  mais  les 
effets  dus  à  cette  cause  ne  se  manifesteront  que  dans  un  grand  nombre  de 
siècles.  Réflexions  générales  sur  les  objections  élevées  contre  l'exactitude 
deceite  théorie no»  86  et  85 

CHAPITRE  X.  Masses  et  élémens  des  orbites  des  pla  nètes, . .     page  34o  • 

Valeurs  numériques  des  masses  des  planètes.  Considérations  sur  les  moyens 

qu'on  a  employésponr  les  déterminer n^  87 

Tableau  des  élémens  elliptiques  des  planètes n**  88 

Valeurs  numériques  des  principales  quantités  qui  entrent  dans  l'expression 
du  développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice n^  B9 


XTiij  TABSLE  DES  MATIÈRES. 

CHAPITRE  XI.  Expressions  numériques  des  variations  séculaires  de» 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires page  3^7 

DéTeloppemcnt  de  ces  inégalités  en  séries  ordonnées  par  rapport  an 
temps n«*  90  et  91 

Calcul  namériquedes  formnles  qui  donnent, sous  forme  finie,  les  inégalités 
séculaires  de  Texcentricité,  du  périhélie,  ^de  Tinclinaison  et  dn  nœud.  Les 
conditions  nécessaires  pour  la  stabilité  du  système  planétaire,  énoncées 
no*  65  et  69  dn  livre  II,  sont  remplies  relativement  au  système  des  sept 
planètes  principales n*  93 

Calcul  de  la  variation  séculaire  He  Tépoque  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  Cette  variation  est  insensible  pour  les  autres  planètes. . .     n^  93. 

CHA.PITRE  XII.  Détermination  de  quelques  constantes  qui  entrent 
dans  les  expressions  du  rayon  vecteur  ^  et  du  mouvement  en  longitude 
et  en  latitude  des  planètes page  foS 

Théories  particulières  des  sept  planètes  principales, 

CHAPITRE  XIII.  Théorie  de  Mercure page    409 


• 


Recherche  de  la  limite  qu^one  inégalité  dn  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour 
produire  une  seconde  d^a Itération  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure. 
Valeurs  numériques  des  inégalités  sensibles  de  la  longitude  et  du  rayon 
vecteur.  Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles n*  95 

CHAPITRE  XIV.  Théorie  de  f^énus page  4iî 

Recherche  de  la  limite  jusqu'h  laquelle  on  doit  porter  rapproximationdans 
le  calcul  des  inégalités  du  rayon  vecteur.  Vnlenrs  numériques  dey  inégalités 
sensibles  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur.  -^  Détcmûnation  d'une  iné- 
galité à  longue  période  du  mouvemen  en  longitude  dépendante  de»  cin- 
quièmes puissances  des  excentricités ,  et  produite  par  l'action  de  la  Terre. 
-— Inégalités  de  la  latitude^  elles  résultent  de  Taction  delà  Terre  i^ars; 
et  Jupiter n**  96 

CHAPITRE  XV.  Théorie  de  la  Terre pagç  417 

Recherche  de  la  limite  jusqu'à  laquelle  on  doit  porter  Tapproximation  dans 
le  calcul  du  rayon  vecteur.  —  Valeurs  numériques  des  inégalités  sensibles 
qui  aJBRectent  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la  Terre.  Inégalité  à  longue 
période  dépendante  des  cinquièmes  puissances  des  inclinaisons,  et  résul- 
tant de  Paction  de  Vénus  sur  le  sphéroïde  terrestre.  —  Inégalités  du  mon- 
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vement   en   iàdtiide  ;  eUfi«  rësnlient  de  l'aodoii  de  V<$nut    et    de   Ja- 

piter n»  97 

Des  Tarwktiei»  sëcnlatret  de  Votbe  terrestre,  de  IVqiiateiir,  et  de  la  iongnenr 
de  l'atiiHSe.  Application  des  formules  qui  les  dëtermineiit  atix  observations 
les  phis  anciennes  qoi  mea»  soient  parvenoes.  Détermination  de  denx  ëpo- 
qtfcs  remarquables,  celle  où  le  grand  axe  de  Porbe  solaire  coincidait  avec 
iaKgne<dfes  ëqofinKÎKeS)  et  celle  où  ces  denx  lignes  faisaient  entre  elles  on 
'  angle-  drbit ne  98 

«OiAPITAK  XVI.  Théotie  de  Mars page  4a8 

Recherches  de  la  limite  à  laquelle  il  est  nécessaire  de  porter  Tapproximation 
dans  le  calcol  dn  rayon  vecteur.  Valeur  numérique  des  inégalités  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur.  •—  Les  inégalités  de  la  latitude  sont  très  peu 
sensibles  ^  elles  sont  dvKS  k  l'action  de  Jupiter n*  99 

CHAPITRE  XVH.  Théorie  4e  Jupiter page  43a 

Lu  théorie  de  cette  planète  et  celle  de  Saturne  méritent  une  attention  parti- 
culière. «^Recherche  de  la  limite  h  laquelle  doit  s'étendre  PapprcMcimation 
dans  Févaluation  du  rayon  vecteur.  Valeurs  numériques  des  inégalités  de 
la  longitude  et  du  rayon  vecteur.  Elles  résultent  de  l'action  de  la  Terre, 
S9turne  et  UrauDSj  mais  )es  plus  considcrabJes  sont  produites  par  Paciion 
de  Saturne.  Inégalités  indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons.      n<>  100 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Elles 
résultent  de  l'action  de  Saturne n^  loi 

Inégalit^'s  dépendantes  dos  troisièmes  et  cinquièmes  puissances  des  excentricitéa 
et  deâ  inclinaisons,  ainsi  que  dn  carré  de  la  force  perturbatrice.  —  Calcul  des 
variations  séculaires  des  éléniens  elliptiques  ,  en  <iyant  égard  aux  termes  dé- 
pendans  du  car|ré  des  masses.  —  Évaluation  numérique  des  différentes  partie» 
dont  se  compose  la  grande  inégalité  du  mouvement  en  longitude.  —  Recher- 
che de  quelques  inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 
et  qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même  table  que  les  inégalités  déjà 
calculées..  —Inégalités  du  rayon  vecteur  dépendantes  de  Pargument  de  la 
grande  inéigalité.  —  Inégalités  delà  latitude.  Elles  dépendent  de  l'action  de 
âatnrne.  —  Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  noeuds  surl'éclip- 
tique  fixe  et  sur  ï'écliptique  vraie,  en  ayant  égard  aux  termes  de  l'ordre  du. 
carré  de  la  forcé  perturbatrice n^  lor 

CHAl?ÏTRE XVIÏL  Théorie  deSaturne page  461 

ljti&  inë^galités  de  Satmne  sont  les  plus  considérables  du  système  planétaire. 
—  Rechevche   de  la  limite  à  laquelle  il  faut  porter  l'approximation  dans. 


Il- 
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le  calcul  do  rayon  vecteur.  — Inégalités  de  la  Joogitadejet  dti  rayon  Tectenr 
indépendantes  des  excentricités.  Inégalités  de  la  longitude  et  du  rayon 
▼ecteur  dépendantes  des  carres  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  or- 
bites. —  Grande  inégalité.  Termes dépendans  des  prodoits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions    des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Termes  dépendans   du 

carré  de  la  force  perturbatrice : n*  loa 

Inégalités  de  la  latitude.  Elles  résultent  de  l'action  de  Jupiter  et  d'Uranns. 
La  plus  considérable  dépend  des  produits  des  excentricités  par  les  inclinai* 
sons. —  Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  noeuds  sur  Pécliptique 
ûxe  et  sur  Técliptique  vraie,  en  tenant  compte  des  termes  dépendans  du 
carré  de  la  force  perturbatrice n«  io3 

CHAPITRE  XIX.  Théorie  d'Uranus page  479 

Recherche  de  la  limite  à  laquelle  il  faut  porter  rapproximation  dans  Té* 
valuatfon  du  rayon  vecteur.  Calcul  des  inégalités  sensibles  de  la  longitude 
et  du  rayon  vecteur.  Elles  résultent  de  faction  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Inégalités  du  mouvement  en  latitude. • n*  104 


CHAPITRE  XX.  Equations  de  conditicn  qui  existent  entre  les  inégalités 
planétaires ,  et  qui  peuvent  sentir  à  les  vérifier.  n«»  io5,  106  et  107. 

CHAPITRE  XXI.  Supplément  h  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Sa^ 
tume, « page  490 

Application  des  formules  données  n*a5  au  calcul,  par  le  moyen  d'inté- 
grales définies ,  des  coefficiens  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  et  de 
Saturne n^*  109  et  iio 

Accord  qui  existe  entre  les  valeurs  des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et 
de  Saturne  ainsi  déterminées,  et  celles  qu'on  a  obtenues  par  la  méthode 
des  développemens  en  séries • * n*  m 

Nouvelles  formules  donnant ,  sous  forme  finie ,  les  perturbations  du  rayou 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Usage  qu'on  en  doit  faire  pour 
déterminer,  parle  moyen  des  quadratures  paraboliques,  toutes  les  inéga- 
lités sensibles  d'une  planète , . .     n*  lia 

Tableau  présentant  la  réunion  de  toutes  les  inégalités  sensibles  du  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  disposées  dans  l'ordre 
le  plos  commode  pour  la  formation  des  tables n*  1 13 

CHAPITRE  XXII.  Formation  des  tables  astronomiques  par  la  com- 
paraison des  observations  et  de  la  théorie.  Détermination  du  plan 
invariable.  Conclusion  de  la  théorie  des  inégalités  planétaires,  page  477 

Utilité  des  formules  précédentes  pour  la  construction  des  tables  astrono- 
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miqnet.  Équations  de  condition  qni  serrent  à  déterminer  par  la  comparaison 
de  la  théorie  avec  les  observations ,  les  corrections  des  éle'mens  elliptiques 
et  des  masses  des  planètes n'  ii4 

Valeurs  namëriqnes  des  quantités  qni  déterminent  la  position  dn  plan  inra- 
riable  par  rapport  à  une  éclipiiqne  fixe,poar  1800  et  poar  9000.  Considé- 
rations snr  l'utilité  dont  ce  plan  peut  être  ponr  l'astronomie  pra- 
tique      n*  1 15 

Travaux  à  exécuter  par  les  astronomes  pour  compléter  la  théorie  des  mon- 
vemens  planétaires  Conclusion  de  cette  théorie. n*  1 19 
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Note  I.  —  Snr  l'expression  de  la  fonction  perturbatrice page  538 

NoTS  II.  —  Snr  les  formules  qui  déterminent  les  Tariations  de  l'inclinaison 

et  des  nœuds page  54^ 

Note  III.  —  Snr  les  fonctions  elliptiques page  546 

Note  IV.  -~  Snr  la  stabilité  dn  système  planétaire «...     page  548 

Note  V.  —  Moyens  mouvemens  des  planètes  d'après  les  tables  astrono- 
.  miqaes  les  pins  exactes page  55o 

NOTES  DIYEBSES.     • 

NoTB  I.  —  Snr  la  comète  de  1759 page  55i 

Note  II.  —  Réponse  à,  quelques  objections  faîtes  snr  la  théorie 
dn  plan  invariable page  555 
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Errata. 


Pagesg,  lignes  i,  ii  etia,  tfu/ieacfc  —  — jr— -  j/wc»-^  ^^^ 

^^il.  4,    8,     16,  flu/iei*  dé-^ T^ — ,   lisez r^^^ — 

^'  '  tto>  «in^ 

„       ,      .    «rnsin^ffR      ,.  /ïlsinp  «m 

10,  2,  au  lieu  de  4-  — : 5;=-»  "***  "^  "^ ts 

'  '  ain  >    oII  sin  y   dit 

ibid.  ig.  ai*  lieu  de  -f-  -~-  3=  ,   lisez  —  -r^  t= 

^'  sm  ^  ail  sin  y  dTl 

«m  ^  on  sm  y  dH. 

14 1  O/tfK  Heu  de  ^tahg  -  *  -^  -r  -: t— ,  luez — tang  -  >  -5- 

Aay ifll 
l'M.  ]i4i  •«**•  '»^tt  rfecbs  *  X  -r^  ,  lisez  cos-  ^  -r- 

52 ,  i3,  au  Zieu  c2e  aa'2(B('-')  +  B(i^]>) «w . .  «c,  /âe»   

2aa'(BC'-0  +  BC+O)  cos. . . 
iWa.  a5,  au  lieu  de  BC-O  4-  BC+O ,  /wcs  aa'(B(^0+B('+0) 

53 ,  8,  au  lieu  .ife*i-A-iffp  — t^,  lisez  -f-  ii(i  —  i) 

54;  3  en  remontant,  au  lieu  de  ^{i — a),  lisez  4^i"3)* 

56^^  1 8,  au  lieu  de  m'Acos£((ii^<— etc.^^f^^s-^'Ados^n'f — mio.  ] 

lia',  6,>i;n, ,r«m^9U(ani^, . éUL\4iefi  jdà  i€0Si(i^  '^i<)^')d^d^' '  et.  • . . 

fcin  (/^.^f*  i'^yd^df'^  Usez 
cos{ip  —  Vp^)d^p'  et  sin  {ip  —  i'p*)dpd^' 

,   *  .  >  changez  les  signes  de  tous  les  termes  de  la  valeur  de  F. 

1789  1,  au  lieu  de  aP,    lisez  aV 

i^-j                r          r       ^               3adP  ..  3ad«F 

ibid.  ib,  au  lieu  oe  —  ;t— ; rr- ,  «wc«  — 


(5n'-— a/i)rft  '  (5»'— a»)»<i«» 

aadP  ,.  aadF 

iW<l.  a,  au  /teu  de  — 77-7 rr»  "*«»  ~"7ë~î TS: 

'  (o/i — 2/»)at'  (5»  —  2ii)a£ 

.,.,               ..             ,.       .              3adP  ,.  3a<Z«P 

loia.  16. ,  au  lieu  de  —  rs— 7 r-r  9  *wc»  — 


(5/»'— a»)dt  '  (5»'— an;» A» 

aai,  i5y  au  lieu  de  sm{gnft — ^t^^-^ -^^t'hA.-hB^)^  lisez 

8in(9»'t— 4»t+gi'  —  4i+  A'4-  B  ) 

aa3.  dernière,  au  lieu  de  ,=  ,  /wez  

m'}/ a  m'y/ a' 


Page  ft34,  ligne    «,  au  Aeu  tfe  -■-= ,  tuez  

m'y  a  m  y  a 

a63,  10,  au  lieu  de  eia-^"  aie^  lisez  "cia^'aiB 

394 y  a  en  remontant ,  au  lieudeHtMej,  lisez  Poand 

356,  a6,  au  /ieu  <ie  7  mD ,    /ûes  ?  mD* 

349,  3,  flu/icurfce»T  =  8i«5a'io*',3, /wcz  «»»  =  Si^Sa'ig^S 

4^>  9»  au  lieu  de  {i  +/u*^).  Usez  (1  -^  fit") 

437,  14,  au  lieu  de  N(«),  /ûez  ]N(') 

i&i<{.  i5,  au  /ieu  <2e  ^(0,  lisez  I^ï(«) 

44^9  18,  19  et  ao,  changez  les  signes  des  trois  quantités  : 

dMO  ^N(«)  ilM(«) 

a^*  -= ,      a^«  -5 ,      a»"  -, 

dw'f  '  Aï*v  •  da"' 

444»  ^9  ^»   '^  eti3y   effacez  m^ 

451  y  17,  au  lieu  de  K,   /i562  fif 

K»  if* 

Î&Û2.  dernière,  au  lieu  de 5-,  lisez  —  — 

o  o 

45a,  la,  il  faut  affecter  du  signe  — l'inégalité  de  cette  ligne. 

464,  7  et  9,   au  lieu  de  3/i^  — »»▼,  lisez  3/i^» — n^ 

ibid,  14»    au  lieu  de  S/i'^^t  — 3/i>^t,  /r^es  S/i^t  — 3n^'e. 


Page  4^3,  après  la  ligne  la,   ajoutez: 

—  0,0003464950  co8(  «▼/■4-i^  —  «*▼) 
—  o,ooaio35534  cos(a«n — «'▼f-f-ai'^ — giy— ^v) 

/r^  =  (1 -f-/«*^).<  +  0,0054534650  cos(a/t^t — n»n-f-ai^— •'▼ — ««▼) 

i+  0,0011739643  cos(3»^«  —  an»^«-f.3i^ — ai«^— »▼) 

—  0,0006395374  cos(3/i^<  —  an»^t-f3i^ — at «»—••▼) 
-4.  (i -f-/s«^')'<>>ooo^"oï657  co8(3/i^«r  — an^«-f.3r»— ai^— »▼«). 
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Supplément  à  VERRATÀ  du  III^  volume 


Pages.        Lignes. 

3  3 

3i  34,       a»  lieu  de  ^j-»  iiseM  — 5* 

3  3 

32  7  et  10,  au  lieu  de  :?-»  Uses  — ;?• 

32  itS 


m'aa'     ..  m'aa' 


1 3  et  1 7 ,   au  lieu  de  H -—  9  liset  -h 


34 


32    '  64 

m' aa'     . .  m' aa* 


1 4 ,       û«  liea  de  —       ■    ■  »  lisez 


36 


16     '  32 

f         10,       en  remon  tant,  au  lieu  àe  —  8  (i  —  2),  liset  —  3o  (i  —  2) . 
\  5,       en  remontant,  iitt/i<?u<ie +19,  Uset  — 27. 


38 


37  10}  en  remontant,  au lceH<2e  27925, /i5e5  29835. 

5,  mu  lieu  de  2776,  Usez  2835. 

Il,  «Il  /l'eu  de  6I)  Ii«e5  i343. 

i3,  au  lieu  de  19 10,   /rj««  2006. 

14,  au  lieu  de  91  S,  /i^ef  819. 

32,  au  lieu  de  2i3o,  /ijec  r9i4- 

23 ,  au  lieu  de  345,  Usée  ii'j, 

2,  au  //eu  de  1271 ,   /ùet  89. 

2,  au.  lieu  de  •->23o2,  lises  — 2206. 

4 ,  au  lieu  de  235o,  lises  2638. 

5,  au  lieu  de  44^^*  '^^^  4^8>* 
^       j         II,  au  lieu  de  16228,  /«e»  i6348. 

]3,  au  lieu  de  33710,  lises  3395o. 
14,;     au  lieu  de  i3575,  lises  i3635. 

20,  au  lieu  de  Soi^S,  Usée  53095. 
PowTiÈcouLâNT,  TA.  Jn.  du  Sfst,  du  Monde  y  t.  ÏÏI. 
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ERRATA. 


4o 


i6,  au  lieu  de  3o62^  lisez  3072 

20,  au  lieu  4^  108,  lisez  2o4« 

20,  au  lieu  de  —  i3o,  lisez  —64. 
2ï,  au  lieu  de  280,  lisez  88. 

21,  au  lieu  de  488,  /i^e^  io4* 
24,  au  lieu  de  69,  /i^cr  21. 
24;  au  lieu  de  66,  /î^e^  — 3o. 
26,  au  lieu  de  37 «  /ii<rs  69. 
27;  au  lieu  de  193,  //stf^  11 3. 
3i  ,  après  60  (1  —  3).  ajoutez  -i-  iG. 

2,  au  lieu  de  i4o,  /i^es  264- 

2,  au  lieu  de  284»  /i<<e2  266. 

3,  au  lieu  de  532,  Zi^e^  56o. 
3,  au  lieu  de  420,  //J^^  256. 
6,  au  lieu  de  189,  /(i^2   i4i- 

4i       /  6,  au  lieu  de  276,  /wer  180. 

12,  au  lieu  de  3o62,  /f5c2  3072. 
16,  17,  18,  a«ii>arfe  4 '»'■+■  4^»   ^"^*  6/i<-h6s. 

20,  au  lieu  de  5i,  //56'z  291. 

21 ,  changez  le  signe  de  N^^^  ;  au  lieu  de  \t\y  lisez  6;  au  lieu 
\  de  — 8,  lisez  —  18  j  au  lieu  de  — 6,  lisez  —  2. 

I  7,  en  remontant,  au  lieu  de  79,  lisez  223. 

l  6j  en  remontant,  au  lieu  de  —  1 2^,  lisez  -+-  23 1 . 

46       ',  4>  6**  remontant,  au  lieu  de  -h  96,  lisez  —  4^* 

4>  en  remontant,  au  lieu  de  —  344)  ^'^''^  +16. 

2,  au  /i>u  de  32,   /t^e^  38. 

I ,  au  lieu  de  16,  /iV^  32. 
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THÉORIE  ANALYTIQUE 


DU 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


LITRE  SIXIËUE. 


Théorie  des  Mouvemens  planétaires. 

La  détermînatîon  des  inégalîtés  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemens  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles,  soit  par  l'action 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qiti 
les  animent,  est  sans  contredit  l'objet  le  plus  impor-- 
tant  de  la  théorie  du  système  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalîtés  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  déperident  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet,  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d'avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un  ordre  plus 
élevé,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s'en  trouve  que 
Tome  III.  i 
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quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles ,  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d'avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenu  dans  le  livre  II  que  comme  une 
première  approximation  des  mouvemens  planétaires^ 
et  elle  ne  suffirait  pas  aux  besoins  de  TAstronomie, 
dans  l'état  de  perfection  où  cette  science  est  aujour* 
.d'hui  parvenue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet,  et  nous  donnerons  dans  ce 
livre  l'expression  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à  toute  l'exacfitude  qu'exige  la  précision  des 
observations  modernes. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


Déifeloppement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons des  orbites  jusqu'aux  termes  dépendans 
de  la  septième  puissance  de  ces  élém^ns. 

I ,  Nous  avons  donné  dans  le  n®  8i  du  second  livre, 
l'expression  de  la  fonction  perturbatrice  R  développée 
jusqu'aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des  excentricités 
inclusivement  ;  mais  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à  mesure  qu'on  veut  atteindre  à 
un  plus  haut  degré  d'approximation  dans  la  théorie 
des  raouvemens  planétaires.  Nous  allons  donc  tious 
occuper  d'abord  de  cette  pénible  opération. 

Considérons  l'action  réciproque  de  deux  planètes 
m  et  ni  en  mouvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par  R  la  fonction  qui  exprime  cette  action,  on  a, 
n*  48  du  second  livre 

Xy  y  y  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m  re- 
latives à  trois  axes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil, rson  rayon  vecteur  dans  son  orbite,  et  x\y y  z', 
r'  exprimant  les  mêmes  quantités  relatives  à  /»'.  Si 
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l'on  nomme  p  la  distance  des  deux  planètes  entre 
elles,  en  sorte  qu'on  ait 


la  valeur  précédente  pourra  s'écrire  ainsi  : 

Sous  cette  forme  on  voit  que  K  ne  dépend  que  de  la 
distance  des  différens  corps  du  système  entre  eux  et 
à  l'origine  des  coordonnées,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap- 
porte les  mouvemens  de  ces  corps. 

Cela  posé  y  pour  plus  de  simplicité^  prenons  pour 
plan  deso:^  un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m  et  de  m\  et  pour  axe  des  x 
cette  intersection  même.  Si  l'on  nomme  i^ langle  que 
le  rayon  r  forme  avec  cette  droite,  /  Tangle  formé 
par  cette  même  droite  et  par  /,  (p  et  (p'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan  Bxe, 
on  aura 

ic=  r  cos  V,  jrz=:rs\nv  cos  (p,  z  =  r  sini^sin^, 
a:'=:r'cosi/,  ^'srrr'sini^'cos^',   jss^s/sinp'siu^. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  qu'on  nomme  y 
l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  qu'on  ob- 
serve que  ^' — ^=^  en  faisant,  pour  abréger, 

V= — r/  sin  V  sin  p'=^r/[cos  [^  +  ^')  —  cos  (/ — ç)]; 
en  sorte  que  X  représente  le  double  du  sinus  de  la 
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moitié  de  l'angle  que  forment  entre  enx  les  plans  des 
orbites  des  deux  planètes ,  on  trouvera 

R  =  iwf  ,  / 

L  j/r* +/*—  2rr  cos  (i'^— tO  —  A»  V 
rcos(i'' — if)       I    ,  V"l 

fonction  qui  ne  dépend  plus  que  de  l'inclinaison  mu-^ 
tuelle  des  orbites  et  de  la  position  respective  de  m  et 
de  m'  par  rapport  à  la  ligne  des  nœuds. 

Soit  n  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Forbite 
de  m%  comptée  sur  l'orbite  de  m  à  partir  d'une  ori-- 
gine  fixe  ;  pour  rapporter  à  la  même  origine  les  angles 
p  et  i^,  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  les  plans 
.  des  orbites  respectives  des  deux  planètes ,  à  partir  de 
leur  commune  intersection ,  il  suffira  de  substituer 
if  —  n  et  i^  —  n  à  la  place  de  v  et  de  s/  dans  les  ex- 
pressions précédentes.  L'angle  v'  représentera  alors  I9 
distance  de  la  planète  m*  à  sou  nœud ,  comptée  sur 
l'orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud,  comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m,  de  la 
même:  origine  que  l'angle  v. 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  V  de- 
viendra ainsi 

V  =  I  rr'  [cos  (i'  +■  <^'  —  ^H)  —  cos  (i^' —  ii)J; 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  Tex- 
pression  précédente  de  R,  qui  n'éprouvera  pas  d'autre 
altération . 

Cette  expression  conservera  la  même  forme  ^  quel 
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que  soit  le  plan.passant  par  le  centre  du  soleil^  auquel 
on  rapporte  le  mouyemeot  des  deux  planètes  ^  pourvu 
qu'on  exprime  les  coordonnées  Xj/^z,  or',  etc.,  rela- 
tives à  ce  plan ,  en  fonction  des  coordonnées  polaires 
de  m  et  de  m!  ;  elle  a  donc  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible. 

2.  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d'in- 
troduire dans  la  fonction  R  les  variables  qui  déter* 
minent  la  position  du  plan  mobile  de  l'orbite  de  m 
par  rapport  à  un  plan  fixe  quelconque,  quantités 
qu'elle  ne  renferme  qu'implicitement,  sous  la  forme 
précédente.  Pour  cela,  nommons  <p  et  <p'  les  inclinai- 
sons respectives,  et  n  et  FI'  les  longitudes  des  nœuds 
des  orbites  de  m  et  de  m'.  Sur  ce  nouveau  plan,  ou 
aura 

"  cos  y  =  cos  (p  cos  <p*  -f-  sin.(p  sin  ç>'  cos  (IT —  II). 

En  substituant  donc  dans  R  à  la  place  de. .  i 

A*  =  2  (i  —  cos  >)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  ^,  <p',  H 
et  n',  relatifs  à  un  plan  fixe  quelconque  passant  par 
le  centre  du  soleil. 

Si  l'on  rapporte,  comme  nous  l'avons  fait  n®  86, 
livre  II,  le  mouvement  de  m  au  plan  de  son  orbite 
primitive,  l'inclinaison  ^  et  l'angle  II' — Il  seront  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on  pourra  né- 
gliger leur  carré  quand  on  fera  abstraction  des  quan- 
tités du  second  ordre  par  rapport  à  ces  forces.  En 

nommant  donc  y  ce  que  devient  y  relativemeiit  à  un 
temps  quelconque  compté  de  l'instant  qu'on  a  choisi 
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pour  époque^  oa  aura  ^^z;=.  y^  et  par  conséquent  : 

cos  y  SK  CCS  y  +  sin  ^  sin  y^ 

Il  faudra  donc  dans  l'expression   de  R  substituer 
a(i-^C067' — sin^sin^)  à  la  place  de  A*;  en  nommant 

R  la  fonction  résultante,  on  aura  ainsi  : 


R=iii'[^ 


|/r'4-r'* — irr  ^o%[y — v) — A' V  4- asm  ^  sin  y  V 
rcos(/ — v)       i^.V    .      .  .         Vn 

yi -A-pr3  +  sm(p5in>p5j. 

On  peut  observer  d'ailleurs  que  si ,  pour  plan  fixe 
des  xjj  on  prend  un  plan  passant  par  Fintersection 
commune  des  deux  orbites,  et  ayant,  relativement  à 
chacune  d'elles ,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  m  ^  on  aura  : 

X'=^r  cos(f  -^n) ,  j  r=sr  sin(i'  —  n)GOs^,  z  =rr  sin((»»  — n)sin^, 
j:'=sr'cos(/ — n),    ^=r'sin(/— n)cosy,    z'=/^sin(/ — n)siuy. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  (1) 
de  R,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  sin  ^,  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices^ 
on  retrouvera  l'expression  précédente,  et  cette  ex- 
pression ^  d'ailleurs,  d'après  ce  qu'on  a  vu^  est  indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
la  conimune  intersection  des  orbites  de  m  et  de  m!. 

On  conçoit  maintenant  que  si  ^  dans  les  deux  fonc- 
tions R  et  R ,  les  variables  r,  r',  i^,  «/',  et  la  constante 
n ,  avai^it  les  mêmes  valeurs ,  en  sorte  que  la  valeur 
de  la  fonction  A  fût  la  seule  altérée  en  passant  de  Tune 
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à  l'autre^  on  déduirait  immédiatement  l'expression 

du  développement  de  R  de  celui  de  R^  en  substituant 
dans  ce  dernier  A*— 2  sin  yj'tp  à  la  place  de  A*  j  mais, 
par  lefiet  du  déplacement  de  la  commune  intersection 
des  orbites,  les  quantités  i^,  (/  et^  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  accroissemens  que  subissent 

ces  angles  lorsqu'on  passe  de  R  à  R. 

Pour  c^a  considérons  le  triangle  sphérique  com* 
pris  entre  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  m,  celui  de 
son   orbite  mobile,  et  le  plan  de  l'orbite  de  m^ 

Les  trois  angles  de  ce  triangle  seront  ^,  ^  et  i8o* — y 

et ,  en  nommant  cTlI  le  côté  opposé  à  l'angle  y ,  par 
les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique ^  on  aura,  à 
très  peu  près 

«^     et     «rn  +  "'"^^ 

sin  y  8in  y 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés 
aux  angles  ^  et  ^. 

Maintenant,  i^ — FI,  compté  sur  le  plan  fixe,  est 
l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  la  ligne  des  nœuds 
de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  primitive  de  m.  Si  l'on 
projette  sur  ce  dernier  plan  le  nœud  de  l'orbite  de 
m!  sur  le  plan  mobile  de  l'orbite  de  m^  l'angle  compris 
entre  m  et  ce  même  nœud  sera  égal  à  l'angle  i^  —  Il , 
moins  le  mouvement  de  la  ligne  des  nœuds  pendant 
le  temps  tj  compté  sur  l'orbite  de  m!  et  projeté  sur 
le  plan  fixe,  c'est-à-dire  que  cet  angle  sera  égal^  à 
très  peu  près ,  à 
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-.       sin  ^fn 
p  —  n ~ —  cos  y. 

sin  y  ^ 

D'ailleurs  y  la  longitude  de  l'intersection  de  Torbite 
de  m' avec  l'orbite  mobile  de  m^  comptée  de  la  même 

origine  que  les  angles  i^,  i^  et  11,  est  II  +  ^~ — . 

L^angle  i^,  ou  la  distance  angulaire  de  m  à  la  droite 
fixe,  d'où  les  angles  sont  comptés,  devient  donc, 
relativement  à  l'orbite  mobile , 

s^  -f-  —r^ —  (i  —  cos  y). 

Et  eu  désignant  par  (^,  i^',  n,  ce  que  deviennent  les 

quantités  v^  v  et  ïl^  relativement  à  la  fonction  R ,  on 
aura  : 

Sf —  n  =<^  —  n —  (1  —  cos  >)  —7^ 7^ — 

,  ^  '^  '     sin  y  81Q  y 

V —  n  =  p  — n  —  --r^ — . 

sm  y 

C'est-à-dire  qu'en  passant  de  la  fonction  R  à  la  fonction 
R,  l'angle  i^  croîtra  de—  (  i  —-cos  yf^^ — ,  et  l'angle  II, 

qui  désigne  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  m' 
sur  l'orbite  mobile  de  m.  de  -^?-^ — ,  cTlI  étant  le  raou- 

^  sin  y  ' 

vement  pendant  le  temps  t  du  nœud  de  l'orbite  mo- 
bile de  m  sur  le  plan  fixe;  enfin  la  fonction  X  recevra, 

l'accroissement cT^.  En   négligeant  donc  le 

carré  de  S<p  et  de  eTlI  on  aura 
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R=R-«rnsin(ptaDgf).^ 


+ 


dsf 
^n  sin  ç     dK         ^  sin  y  dK 


siii  >/'    dn  A         d?i 

A  la  place  de  «Tll  et  de  J^(p,  qui  déterminent  les  va- 
riations de  l'orbite  mobile  de  m  relativement  au  plan 
fixe  de  son  orbite  primitive ,  on  peut  introduire  dans 
l'expression  précédente  les  quantités  petq,  que  l'on 
considère  ordinairement  dans  les  formules  du  mou- 
vement  troublé ,  et  qui  sont  des  fonctions  données  de 
ces  mêmes  quantités  JU  et  cAp.  En  effet  si^  comme 
dans  le  n*  4^  du  second  livre ,  on  fait 

pssi  J^.  sin ^  sin  n,      q  =z  /.  sin  (p  cos  II, 

en  effectuant  la  différentiation  et  en  supposant,  pour 
plus  de  simplicité,  FI  =  o  dans  les  résultats,  ce  qui 
revient  à  prendre,  comme  nous  le  ferons  dans  la 
suite ,  l'intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
l'origine  d'où  les  angles  sont  comptés,  on  aura 

p  =  sin^cTn,       q  =  cTp, 

et  par  conséquent  : 

R  =  R-ptangi>  f +^-A^ 

dR. 
-  9  cos  i  5.  ^. 

Cette  valeur  est  celle  qu'il  faudra  substituer  dans 
les  formules  des  n!*  44  ^^  4^  ^^  second  livre,  qui  déter- 
minent les  variations  différentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m  autour  du  soleil  troublé 
par  l'action  de  m\  et  l'on  voit  qu'il  sera  facile  de  dé- 
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duire  par  la  différentiation  des  diffërens  ternies  de  K 

les  termes  correspondans  de  R,  ce  qui  dispensera 
d'effectuer  le  développement  de  cettedernière  fonction. 

^.  Cela  posé,  si  l'on  développe  l'expression  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A,  on 
aura  :  * .  '    — 

R  =  m'  r  '  —  r/.co9  (t.;-i^)n 

Lv/r*  +  /*  — 2r7cos(/  — i/)  ^^  J 

m\l  A^V  f î ,  ~  43 1 

+iii'.i.?A^* — : î : .  - 

^40  [,-^4.  r'*—  an'  cos  (/—  i/)]ï 

4.  ;^/A?  li  A»v^ i 


4-  etc. ; 


série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
orbites  des  principales  planètes  l'une  sur  l'autre  étant 
de  très  petites  quantités ,  on  n'a  point  considéré  jusy 
qu'ici  dans  leurs  perturbations  les  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  inclinaisons  supérieures  à 
la  quatrième,  et  l'on  verra  en  effet  dans  la  suite^  que 
ces  inégalités  doivent  être  tout-à-fait  insensibles.  Npus 
nous  bornerons  donc  désormais  à  considérer  les  troi^ 
premiers  termes  de  la  précédente  série. 

Far    les    formules   du    mouvement    elliptique  ^ 
on  a  ; 
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t=  , +.le-_(e-|  e>  +  ^e')cos(n(+.-«) 

-(s''-â'')'°»'^"'+'-''J 

—  ^e*cos5(Mf  +  < —  û>)  +  etc., 
i'=n<  +  ï+(ae  — ie'4-^e»)àilCn«+s— <•; 
+  G  "*— >3  ^  )""  ^ '"'"*"  ~  "^ 

-+-  "-TT-  «*  sîn  4  (  n'  H-  É  —  ai  ) 

Les  angles  nt-^teleo  étant  supposés  comptés  de 
la  même  origine  que  l'angle  v,  les  valeurs  donaeront 
celles  de  — ;  et  de  v'  en  marquant  d'un  accent  les  kt- 

très  n,  e,  €eta>. 

Si  Ton  substitne  ces  valeurs  dans  R ,  cette  quantité 
deviendra  fonction  des  longitudes  moyennes  n£  4- <> 
n't  •+■  s!  des  deux  planètes ,  des  longitudes  des  péri- 
hélies, des  demi-grands  axes,  des  excentricités  et 
de  l'inclinaison  matuelle  des  orbites,  et  l'on  pourra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  à  nï  +  b  et  n't  4-  «',  d'après  les  prin- 
cipes établis  n**  48  du  second  livre. 


L 
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Pour  cela ,  on  supposera  d  abord  les  orbites  drcu- 
laireSy  ce  qui  donnera  r=a,  r':=za\  p  :r=: /i^ -f- <^ 
v'  =  rit  -j-  «',  et  par  conséquent  ^ 

L^^4*'«-Hi«--afla'coi(n'l— nl+t'— i)  «'•  ^         J 

+  f^x.V'f î — i-?îl 

+^.x«V -1-^ g. 

En  nommant  V  ce  que  devient  V  dans  la  même 
hypothèse ,  c'est-à*-dire  en  supposant  : 

V'=^«i'[cos(n«+n£+i'— f— an)  — cos(n'/— n/+/— 1)]. 

On  donnera  ensuite  ka,  a',  nt^^e^  n!t^  %\  des 
accroissemens  au ,  ciu^  9  et  s;>\  qui  comprendront  les 
termes  des  valeurs  de  r,  /,  s^  et  f^,  qu'on  a  d'abord 
négligés  ;  en  sorte  qu'on  aura  : 

et  il  sera  facile  de  développer  R  en  série  convergente 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e,e'  eï  y* 

En  effet ,  faisons  comme  dans  le  n""  /fi  du  second 
livre. 

[rt*  +  «'•  —  aoa'  cos  {n't  •—  w^  +  «'  —  «)]"  • 
-^  -^  cos  {n't  —  /î^  4-  «'  _  £) 

=  i  2A^«cosï(/i'^  — w^  +  f'  —  é) 


[a»  4-  a'*  —  aoa'  cos  («'<  —  nt-j-^  —  e)]," 

—  ^,  =  i  2B«>cos/(/i'<— «<+/—,). 
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. .  Supposons'  de  pins  y 

[a*  4-  «'•  —  2aa'  cos  (n't  —  nt  +  e'  —  «)J  • 
ss  -  2  C^o  cos  i  (n'«  —  «<  +  e' —  6). 

k 

La  caractéristique  2  devant  s'étendre  à  toutes  les 
valeurs  entières  de  i  positives  ou  négatives  y  com- 
pris zéro ,  en  observant  qu'on  a  généralendent  : 

sin {ft  4-  Z)2  A» co&i(n't^nt 4. e'  —  e) 
'"     '  =2AWsin[j(n'<  — /î<4-6'— €)4-/«-f-/] 

cos  (ft  +  l}2,  À«cos  i  (n't  ^nt-^6'  —  €  ) 

=  2  A"^»  cos  [i  (n'<  —  n<  4- é' —  0 +/<  4- /  3 

sm  (  y<  4-  0  2/^-^^  A«  sin  r  («7  — •  /i<  +  é'  —  «  ) 

—  _  2i«»+«A«cos  p(n'<— ««4-6'— ê)4-}î4-Z], 

ft-^  l  étant  un  angle  et  g*  un  nombre  entier  quel-^ 
conques ,  et  de  même  pour  les  fonctions 

2  B^'>  cos  i{n't  —  nt+c—i) 
et  20*^  cos  i{n't  —  /2^  4.  g'  —  g  ), 

'  La  fonction  R',  en  substituant  pour  V  sa  valeur, 
et  en  faisant ,  pour  abréger ,  n't  —  nt'^é'  —  g  b=  a 
deviendra 


cos  101 


3m' 

--T;X<a«fl'*2.C(''-»)  cos  {U  +  4«<  +  4i  —  4n). 

1  mO 


On  pourra,  dans  cette  formule ,  supposer,  quel  que 
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Par  cette  nouvelle  notation^  les  quantités  A^'^ 
A^y  A^^  seront  toutes  trois  des  fonctions  homogènes 

de  a  et  a!  de  la  dimension  —  i  ^  ce  qui  donnera  à 
la  fois  plus  de  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules. Nous  ne  faisons  toutefois  qu'indiquer  cette 
notation  ii  ceux  qui  voudraient  s'occuper  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  A ,  et  nous  continuerons  à  con- 
sidérer les  quantités  B^*^  et  C*^  pour  conserver  l'ana- 
logie des  formules  suivantes  avec  celles  du  second 
livre. 

Cela  posé  ,  on  pourra  regarder  Z  A^'^  cos  îa 
comme  une  fonction  donnée  des  trois  quantités 
a,  a'  et  a,  que  nous  supposerons  variables.  Or, 
si  l'on  nomme  z  une  pareille  fonction ,  et  que  les 
variables  devenant  simultanément  ^ï  -f-  aii^a!  ^  /zV, 
ât+  (/^ —  ^/>  ^^  désigne  par  ç„^„^p  le  coefficient  du 
produit  cC^a!''  «"w'"  {y^ —  p'^)'',  dans  le  développement 
de  la  fonction  résultante  ,  ou  sait  qu'on  aura  généra- 
lement : 

dd^  da'''  dd(jP 

""•"*"*"*■••  ""^  (i.a.3...m)  (ï  .2.3. .  ./i)  (i  .2.3. . ./»/ 

On  déterminera  par  cette  formule  les  coeffi- 
cients des  difFérens  termes  du  développement  de  la 
fonction  2  A^'^  cos  ict  ;  en  rem|!)laçant  ensuite  u  y  vly 
f^  et  ^ ^ ,  par  leurs  valeurs ,  on  développera  les  pro- 
duits» successifs  w"w'"(p'^-*-  s^y  en  séries  ordonnées^ 
.  par  raf^ort  aux  excentricités  des  orbites  et  prolori-- 
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gées  jusqu'aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d'obtenir  par  une  simple  substi- 
tution lé  terme  de  R  dépends^nt  d'un  argument  donné 
et  d'un  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidemment 
aux  quantités  2  B^'^  cos  icL ,  2  C^'^  cos  îa,  et  peut  s'é- 
tendre aux  quantités  2B^'^cosf£aH-  2nf -f-  !2g  —  afF), 
2(?o  cos  (  ioL  -f-  j^t  H-  4^  —  4^^  )  î  ^1  suffira  de  regar- 
der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a,  a',  a,  et  n^ -j- «  ?  et  de  le^développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 
quatre  variables. 

On  pourra  donc ,  dans  tous  les  cas,  former,  d'après 
les  principes  précédens ,  le  développement  de  la  fonc- 
tion R ,  étendu  jusqu'à  tel  ordre  de  termes  qu'on 
voudra  considérer,  et  l'on  n'éprouvera  en  général 
d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
à  mesure  qu'on  a  égard  à  des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

4*  Considérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement, que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 

m'k  cos  (iV^  —  int  +  î'é'  —  ie  — /û)' — yb — a/'O). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  eo,  a»', 
et  n,  ne  peuvent  être  Introduits  dans  l'expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de  r,  r',  p,  (/  et  Y. 
Or,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on 
vbit  que  l'angle  n^  -f-  c  sous  les  signes  sinus  ou  cosi7 
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nus  est  toujours  accompagné  de  Tangle  «—  &  dans  les 
expressions  do  r  et  de  i^,  de.  même  l'angle  vit  -{-  €'  est 
toujours  accompagné  de  l'angle  -^  a»';  enfin  dans  la 
valeur  de  V  l'angle  vit  +  71/  •+•  e'  •+•  «  sera  toujours 
accompagné  de  l'angle  — *  ^EI.  Cela  posé^  le  terme 
qui  précède  peut  s'écrire  ainsi  : 

+/'  {n't  +  i'—  a/)  +f{ni  +  6  —  «) 
H-/'  {n't  +  «^  +  é'  +•  É  —  an)]'.  ■ 

Les  trois  derniers  angles  cjuî  entrent  sons  le  signe 
cosinus  appartiennent  aux  termes  péraodiques  des  va- 
leurs de  r,  r ,  V,  v'  et  Y.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culairès  et  dans  le  même  plan ,  le  coefficient  de  n't 
serait  égal  à  celui  de  nt^  puisque  l'angle  n't — nt-^t' — £ 
et  $6s  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  valeur  de  R  ^  en  sorte  que  le  coefficient  de  n't 
nq  peut  surpasser  celui  de  nt  ou  en  être  surpassé  que 
par  l'introduction  des  termes  dépendans  de^  excen- 
tricités et  d^s  inclinaisons.  Il  suit  de  là  qu'on  aura 
généralement  entre  les  quantités  «,  1%  f^  J\  j^\  la  re- 
lation suivante  : 

^ -/'-/'=^'+/+A  ou  bien  i'_£-/_/'_2/'=o, 

*>  ^ff^T^  /">  ^*3^t  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs  quelconques. 

Quant  au  degré  d'élévation  du  coefficietit  A: ,  nous 
remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  v,  r\  i^\ 
sont  telles,  que  les  coe.fficiens  des  sinus  ou  cosinus  de 
chaque  iqultiple  de  ranomalie  moyenne  nt+e  —  a» 
forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 
Tome  I.  2 


L 
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Texcentricitë  e ,  et  dans  laquelle  les  exposans  vont  en 
croissant  successivement  de  deux  unités  à  partir  du 
premier  terme ,  qui  a  pour  exposant  le  nombre  ixvème 
qui  multiplie  l'angle  »£+  €  ou  l'angle  a>.  Il  en  est  de 
même  des  valeurs  de  y  et  v'  relativement  à  l'excen- 
tricité e^  et  à  l'angle  eo'.  Observons  encore  que  la 
quantité  V  étant  toujours  multipliée  par  A*,  le 
coefficient  de  FI  dans  le  terme  dépendant  de  Fangle 
i^  +  i^'  — an,  ou  de  ses  multiples,  sera  égal  à  l'ex- 
posant de  la  puissance  de  A  dont  ce  terme  est  af- 
fecté. Il  suit  de  là  que  da»s  les  termes  indépen- 
dans  des  inclinaisons  la  somme  des  coefficient  des 
angles  œ  et  ûù\  pris  avec  le  signe  +>  sem  la  limite 
inférieure  de  la  puissance  des  excentricités  à  laquelle 
s'élève  le  terme  que  l'on  considère  dans  le  dévelop- 
pement de  ÎR.,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  des  inclinaisons  la  somme 
des  multiples  des  angles  û)  ,  û)'  et  fl ,  pris  positive- 
ment, indiquera  Tordre  le  moins  élevé  des  termes 
du  développement  de  R  qui  dépendent  d'im  argu- 
ment déterminé. 

Ainsi  le  coefficient  k  sera  de  l'ordrfe  f^rf*^^)' 
ou  V — /,  d'après  la  relation  i' — i — fr^f- — 2/''==^o, 
et, ce  coefficient  se  composera  d'une  série  dont  le  pre- 
mier terme  aura  la  forme  Ae^e^'A^,  les  nombres  f^ 
f'f  ff  étant  pris  avec  le  signe  +,  et  A  étant  iMe 
quantité  indépendante  des  excentricités  et  des  iricli- 
naisons;  le  deuxième  terme  de  cette  térï(d  serait  nie 
î'oixirè  V  —  /+  2 ,  le  troisième  de  ï'ordre  t-^V^^ , 
et  ainsi  de  fifnite;  en  sorte  qiie  le  facteur  comm^un 
^e'^K^^  oté>  tous  les  fermes  de  la  ^série  k  ne  renfer- 
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mçTont  que  d^  pmssanoas  fmv^9  d^  a^  «^  et  A^  En  na 
considéraiit  dQi?^  piiFmi  1q$  ternies  qui  dépendeot  da 
VangVe  i'n't — rint  qwa  ceux  qui  sont  de  Tordre  le 

moins  élevé  9   le  téroie  général  de   R  sera  de  la 

forme 

kéé^X^^  cos  (f  V/—  int  ^f(ù'  —foù  —  a/'^r) . 

Les  nombres  f^  y,  y",  sont  supposés  positifs  ;  si  1  un 
d'eux ,  f  par  exemple,  était  négatif,  le  terme  précé- 
dent serait  de  Tordre  V  -^i^nfy  la  somme  des  nom- 
bres y,  f  et  a/'V  pris  avec  leurs  signes ,  devant  tou- 
jours  être  égale  à  i'^r-  L 

Les  considérations  précédentes  sont  surfont  utiles 
lorsqu'on  veut  déterminer  à  priori  les  ternies  à\^  dé- 
veloppement de  R  qui  dépendent  d'un  arguaient 
donné.  On  voit  que  si  parmi  ces  termes  le  moins 
élevé  est  de  Tordre  /,  le  même  argument  ne  se  re^ 
produira  plus  que  parmi  les  termes  de  Tordre  /  +  ^  ^ 
ou  de  Tordre  /  +  4 1  ^*c,  ;  dç  sorte  que  si  /  est  un 
nombre  pair,  tous  les  termes  seront  d'ordr/ç  pair,  et 
ils  seroirf;  4'ordre  impair  dans  le  cas  contraire*  Ce 
résultat  provient  nou-rseuleinent:  de  la  forme  des  va* 
leurs  de  r,  r',  p,  f^',  jamais  ei^icore  de  ce  que  la 
fonction  R  doit  être  iodépepdajate  de  Torigiae  des 
longiltudes. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  Ton  proposait  de  déter- 
miner les  termes  de  R  relatifs  à  Targument  Sn^t — nnt^ 
on  voit  que  les  moins  élevés  parmi  ces  termes  se- 
raient de  Tordre  5  —  2  ou  du  troisième  ordre ,  les 
suiVans  du  cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Si  Ton 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre, 

2.. 


/ 
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on  aura  f+f'+  ^f  =  o  ;  les  nombi^s  /,  /',  /", 
étant  supposés  positifs^  on  pourra  former  isix  combi-' 
naisons  différentes ,  selon  que  deux  ou  un  seul  d'en- 
tre eux  seront  supposés  nuls ,  et  les  autres  successive- 
ment égaux  à  I,  a  ou  5,  y"  excepté,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à  i .  Les  termes  dont  il  s  agit 
seront  donc  compris  dans  l'une  des  formes  sui* 
vantes  : 

M^^V    cos  {5n!t  —  2nt  +  5«'  —  as  —  3»), 
M^*Ve'  cos  {5n!t  —  ^nt  +  56'  —  ae  —  3a>  — û>'), 
M^'^ee'*  cos  {Sn't  —  <int  +  Se'  —  a«  —  «  —  au)'), 
M'-V    cos  (Sn't  —  a/i^  +  Se'  —  ae  — 5û>'), 
M^^^M*  cos  {5n!t  —  2nt  +  5g'  —  a€  —  û>  —  ail), 
M^Va'cos  (5n't  —  2nt  +  Se'  —  as  — û)'— ail). 

Quant  aux  quantités  M^®^,  M^'^,  etc. ,  il  sera  facile 
de  les  déterminer  d'après  ce  qui  a  été  dit  n*  3. 

On  a  souvent  besoin,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations planétaires,  d'avoir  les  différences  de  R, 
soit  par  rapport  à  r,  soit  par  rapport  à  v ,  soit  enfin 
par  rapport  a  la  latitude  s.  Pour  les  obtenir,  j'observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r  peut  se  mettre  sous  la 
forme  r  =  a (i  -f-  «) ,  en  désignant  par  u  une  fonc- 
tion dépendante  de  l'excentricité  e,  mais  indépen- 

dante  de  a.  On  tire  de  là  ^  =  i  -f-  w;  et  comme  r 

est  la  seule  des  variables  r,  ç,  r?>  v%  qui  renferme  a, 
on  aura 

^__^</R   ,  .  dS.   r 
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OU  bien 

dr  *'"'     da  * 

Quant  à  la  diflKrentîelle  partielle  j-,  on  a  i^=/i^-f-^-|.ç;^, 

en  désignant  par  s^^  une  suite  de  sinus  de  l'anomalie 
vraie  nt^e —  c?  et  de  ses  multiples.  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée  d'une  suite  de 
cosinus  semblables  ;  on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  à  v,  en  différentiant  la  valeur  de  cette 
fonction  par  rapport  à  l'angle  €,  en  tant  qu'il  n'est 
pas  accompagné  de  l'angle  cd  ,  c'est  •- à  -  dire  qu'on 

aura 

dK  _  dK 
di^   ~   di  ^ 

pourvu  qu'en  prenant  cette  dernière  différence 
on  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  an- 
gles €  —  cû  qui  sont  mtroduits  dans  R ,  soit  par  le 
rayon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  v ,  et  qui ,  par  cette  raison ,  ne  doivent 
pas  varier  ;  c^est-à-dire  qu'on  aura  généralement  ^ 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  ^-  =  j"  > 

rfR  ^^  dR.     .    rfR 

dy         ndt     *    dm  * 

Enfin  y  pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 

nous  avons  désignée  par  R,  par  rapport  à  s^  j'observe 
que  s  étant  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  auquel 
on  rapporte  son  mouvement ,  si  l'on  nomme  (p  l'in- 
clinaison  de   l'orbite   sur   ce   plan    fixe,   on   aura 


/ 
/ 
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^  =  sin  ^  sia  {{^  —  II),  et  par  conséquent 

^  =  ^  sm  (i»  -  n). 

Bq  désignant  d'ailleurs  par  y  rinclînaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  m',  on  a,  n®  2^ 

cos  y  =  cos  <p  cos  (f)'  +  sîn  (p  sîn  ^'  cos  (II'  —  II). 

Si  Ton  difféi^ntie  cette  expression  plkr  rapport  ky  et 
à  ç ,  que  dans  la  difierentieile  on  fasse  ^sszol,  ^'=  y 
et  II'  =  n  9  ce  qui  suppose  que  l'on  prend ,  comme 
nous  le  faisons ,  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite  pri- 
mitive de  m  ^  on  aura  rfj^  =  —  rf(p ,  et  par  consé- 
quent^ 

^ I  dK 

ds  """        sia  (i'  —  n)  '  dy 

Si  m  était  en  mouvement  sur  le  fdon  même  de  l'oi^ 
bite  de  m'y  on  aurait  jbssin}^sm(i'*— n)^  et  par 
conséquent  9 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  A  =c:q  sin  jJ^, 
ce  qui  donne  dA  =  cos  j  ydy ,  et  par  suite 

d^ siû^  rfR 

ds  A     *  dx* 

-  I  J       ^ni       ifR         aR       y.  .        •         •      J  / 

Les  valeurs  de  ^ ,  j- ,  ^ ,  formeront  ainsi  des  sé- 
ries composées  de  termeis  semblables  à  ceux  du  dé- 
veloppement de  R  dont  ils  dérivent. 
Enfin  ^  au  moyen  de  l'éqnation 
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lorsque  le  développement  de  la  fonction  R  sera  ef- 
fectué^ on  pourra  en  déduire ,  par  de  simples  diffé- 

rentiations ,  la  valeur  de  la  fonction  R ,  qui  est  celle 
qu'il  faudra  substituer  dans  les  formules  du  n"*  44 
du  second  livre* 
Par  le  n""  8i  du  second  livre,  on  a 

^  —  I  M. 

ds         ain  (i'  —  n)  '  dq 
dK 

Si  Ton  substitue  pour  ^  sa  valeur  tirée  de  Téqua^- 

dK 
tion  précédente ,  on  retrouvera  la  valeur  de  ^  à  la- 
quelle nous  venons  de  parvenir  d'une  manière  dif- 
férente. 

On  peut,  pour  fixer  les  idées ,  supposer  que  R  est 
la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice  lorsqu'on  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  l'orbite  de  m,  et 

R  la  valeur  complète  de  cette  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  ou  voit  que  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonc^on  R  relatives  au  grand 
axe  a,  à  Texcentricité  e ,  à  la  longitude  to  du  périhélie 
de  Torbite  de  m,  et  à  la  longitude  e  de  l'époque,  sont 
égales  auxdifférences  correspondantes  dé  R,  aux  quan- 
tités j>rès  du  second  ordre  par  rappprt  aux  forces 
perturbatrices ,  alors  qu'on  prend  pour  plan  Gt^e  ce* 
lui  de  l'orbite  de  i»  à  une  époque  donnée;  en  sorte 
qu.e  d^ns  les  formules  qui  déterminent  les  variations 
de  ces  élémens  on  peut  nibstituer  R  à  la  place  de  R , 
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puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 
du  carré  des  masses. 

Il  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux  variations 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 

l'orbite,  et  la  valeur  de  R  donnera 

dK               ^          ï  ^  dR.    ^        i     dK 
•T-  =  —  taog  -  A  3 h  -. —  -r- 

«//  '^    a       ai^      '      sin  y  d7r 

dK  i        dm 

:y-  =  —    cos    -  y  j-. 

dq  2    ^  dx 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (9) 
et  (10)  du  n°  44  ^"  ^'vre  deuxième ,  en  observant  que 

dfR         <f R    ,    ^R 

j-  =  -5-  +  j-,  on  aura  : 
dv  dt     ^    dat^ 

j  andt  I  ^  c?R 

dpz=z . COS-  A  -3-, 

,    andt         rdR  ^  i         /^    ,    dR\-| 

^         sinyl/i— e*L5^         2  \A  '^  det/J* 

En  joignant  aux  formules  (i),  (2),  (5),  (4)r  (8),  du 
n**  /^/^ ,  livre  II ,  les  deux  précédentes,  on  aura  par  la 
simple  différentiation  des  différens  termes  du  déve- 
loppement de  R ,  prise  par  rapport  aux  élémens  de 
l'orbite  de  /n ,  les  inégalités  correspondantes  de  cha- 
cun de  ces  élémens;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cul de  leurs  variations. 

5 .  Après  ces  considérations  générales  sur  la  réduction 
de  la  fonction  R  en  série,  nous  allons  nous  occuper  de 
déterminer  l'expression  analytique  des  diflerens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n"*  81  du  second  livre,  les  termes  qui  dépendent  de 
Iq  première  et  de  la  seconde  puissance  des  excentri*^ 
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cités;  mais  comme  nous  avons  omis  de  comprendre 
parmi  ces  derniers  les  termes  dépendans  des  incli- 
naisons ,  pour  rendre  notre  travail  complet ,  nous  re- 
prendrons ici  ce  développement  à  partir  des  termes 
du  second  ordre,  et  nous  le  pousserons  ensuite  jus- 
qu'aux tenues  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons.  Il  est  peu  probable 
qu'il  se  rencontre  des  cas  où  l'on  soit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  au  reste,  on  y  par- 
viendrait sans  difficulté  d'après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  l'Institut  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Burckhardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s'étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats ;  nous  nous  sommes  attaché  à  les  faire  dispa- 
raître ;  nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  cet 
astronooie  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  qu'il  avait  omis. 
L'introduction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employée  jusqulci ,  rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités. 

Enfin  M.  Binet  a  bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  recherches  sur  le 
même  objet,  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en 
1Ô12,  et  dont  j'ai  parié  n**96  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités  nécessaires  au  développement  dé  la  fonc- 
tion R  jusqu'aux  tprmes  du  septième  ordre;  il  a  servi 
à  vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats^ 
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et  m'a  mis  à  même  d'offrir  avec  quelque  confiance 
aux  géomètres  le  travail  le  plus  étendu^  et,  je  l'espère, 
le  plus  correct  qui  ait  encore  été  publié  sur  ce  sujet. 

DÉVEL0PPEMEI9T  DE  LA.  FOlïGTIOIï  PERTURBATRICE  EN  SERIE 
ORDONNÉE  PAR  RAPPORT  AUX  PUISSANCES  ASCENDANTES 
DES   EXCENTRICITÉS   ET   DES   INCLINAISONS. 

Termes  qui  sont  de  Vordre  te  moins^  éle\^é  parmi 
ceux  qui  dépendent  du  même  argument. 

Termes  du  second  ordre. 
6m  Soit  : 

R  =  M(o^.c« .*  cos  [i {n^t  —  ni  +  «'—•)  -f-  lit  +  2i  —  a»] 
+  IVfCO . ee'. cos [i{nft  —  n{ -.^ •'  —  «)  +  )n< 4- 9« -<-  i» •—  iO 
-h  M<»).«'».coa  lUn't  —  Ht  +  •'  —  i)  •<-  snt  +  ai—  a»'], 

OU  aura 

^  "Si*  ^^''  ^  ^^       +  a  (ai  —  I)  a  -;jj-  +  «»  -j^  J 

M<-)=    ^'  {  [4(ê.a).+9(.-.a)4^]  A('-0+[6+4('-a)]fl^=^ 

Nous  laissons  subsister  dans  oes  formules  les  puis^ 
sauces  des  quantités  i  —  i  et  i  — '2,  sans  les  dérelop- 
per,  pour  la  œmmodité  des  calculs  numériques  et  la 
facilité  des  vérifications. 

Les  différences  de  la  fonction  A^^^  ainsi  que  celles 
de  la  fonction  B^'^  relatives  à  a'  ont  été  converties  en 
difierences  relatives  à  a,  an  moyen  des  formules  da 
n""  5^  du  livre  second ,  formules  qu'on  pent  prolon- 
ger aussi  loin  qu'on  le  voudra  ^  et  qu'on  ^eut  ^tendre 
à  la  fonction  C^'^. 
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Soit: 

R  =N^^\X*.  cos  [i{n't^nt+  g'—  g) + aw^+ae— ail]  , 

on  aura 

Pour  ne  pas  compliquer  les  formules ,  nous  avons 
ici ,  comme  dans  ce  qui  va  suivre^  écrit  séparément 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  ;  ils  doivent  évi- 
demment être  réunis  aux  termes  du  même  ordre  dé- 
pendans des  excentricités. 

Les  moyens  de  vérification  pour  des  calculs  aussi 
compliqués  que  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
quantités  M^^^;^  M^*^  M^*^,  sont  précieux.  Nous  allons 
en  indiquer  plusieurs. 

La  fonction  perturbatrice ,  lorsqu'on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance  mutuelle  de 
772  à  771',  étant  symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  perturba- 
trice ,  il  en  résulte  que  sa  valeur  ne  variera  pas  si 
Ton  y  change  ce  qui  çst  relatif  i  m  en  ce  qui  est  rela- 
tif a  772',  et  réciproquement;  d'où  l'on  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  M^*^  on  change  a 
en  a\  et^z  en  —  i  +  2 ,  et  les  différences  de  A^'^  prises 
par  rapport  à  a  en  difiBérences  relatives  à  a\  la  valeur 
résultante  sera  égale  à  M^^\  Comme  les  quantités  M^*^, 
M^^^  ont  été  calculées  séparément ,  il  sera  facile  de  vé- 
rifier de  cette  manière  leur  exactitude ,  et  Ton  verra 
qu'on  peut  étendre  une  vérification  semblable  aux 
dlfférens  termes  de  la  fonction  R^  quel  que  soit  leur 
ordre. 
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Un  second  moyen  de  Vérification  résulte  de  la  re- 
marque qu'a  faite  Burckhardt,  que  si  l'on  compare  par 
voie  de  soustraction  les  coefBciens  de  A^'^  et  de  ses 
différences  successives  dans  M^*\  M^*^,  M^*^,  et  les 
quantités  semblables  relatives  aux  cubes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités,  on  arrive  en 
général  à  des  différences  constantes.  Ainsi  y  dans  les 
termes  du  second  ordre ,  les  secondes  différences  des 

coeffîci'ens  de  A^'^  et  de  -j-  sont  égales  à  2*;  dans 

ceux  du  troisième  ordre ,  les  troisièmes  différences  de 
ces  coefEciens  sont  égales  à  3^  ^  dans  les  termes  du 
quatrième  ordre,  les  quatrièmes  différences  sont  égales 
à  4^  ;  dans  ceux  du  cinquième  ordre ,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à  5^,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  dans  les  termes  précédens,  les  coef- 
ficiens  de  A^'^  sont  : 

!'«•  diff.  a»««  diff. 

Pour  M^^^    4i'  —  Si  ST^^ 

Pour  MC>^    4i»  +  2/  Il  ^^-  ,    /  +  4 

Pour  M^>    4/*  +  gî  +  4  ^  7^  -1-  4 

Les  coefficiens  de  -^  sont  : 

ir««  diff.  ê 

Pour  M^  4î  —  2 
Pour  M^'>  4£  H-  2 
Pour  M^*^  i"  4-  6 

•    Les  coefficiens  de     ,    ■  sont  les  mêmes  dans  les 


da' 


•  m     f 


troi  s  quantités 
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Il  sera  £sicile;  si  on  le  juge  convenable ,  de  déve- 
lopper, par  rapport  aux  puissances  de  i,  les  valeurs 
de  M^®^,  RP'^,  M^*^  ;  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes,  il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
lescoefficieos  appartenant  à  la  même  différence  de  A^'\ 
mais  bien  qeux  qui  sont  relatifs  au  même  angle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  ce 
calcul  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Termes  du  troisième  ordre» 
7.  Soît: 

R  =  M(«).«*  .  co»  [î(»'«  —  n«  -f  1'  —  1)  4-  3«t  +  3i  —  3«] 
-f-  MCO.c«d'.  co«  lUn't  —  /it  -f.  •'  —  •)  4-  3nt  4-  3t  —  a«  —  m'] 
-f-  MCO.cc'».  cos  II  (n't  —  nt  H<-  •'  —  t)  -h  3nt  4.  3i  —  «  ^  W] 
4-  MW.tf'J  .  COI  lUnft  —  Ht  -h  •  —  •)  -h  3/if  4.  3«  —  3«Q, 

On  aura 

.      (  8,j  —  3oi«  4-  îi6i)AC0 

/•      [8(i  — 1)5  — 6(i— !)•— 5(i  — i)]AC«-0 

M<0=4.4|-*-t"(*-')-(*-''-«-^- 

(+C6(«-^i)H.i]««-3— -4-a3-__, 

Se  8(*  — îi)*4'i8{i  — 2)*4-8(i  — îi)]AC'-«) 
.       r        /•  X         .        1-/.  N  -,  rfAC»-0 

+  [„(._  a).  +  ,5(.  - >)  +  .0]  «  -2^ 
j.r««      -^J-in    .  «f'AC-»)  .     .  «PAC-') 

![  8  (i  —  3)'  +  4a  (i  —  3)»  +  65  (i  —  3)  +  ï7]A<'-î) 
+  [„(i_3).  +  5.(£-3)  +  5.]af'^' 
+  C  G  (»  -  3)  +  i5]  «• -5^P- +  «3 -^-j_. 


> 


1 


âo  THÉORIE  ASALYTïQUB 

On  peut  vérifier  ces  valeurs  par  les  moyens  exposés 
dans  le  numéro  précédent.  La  troisième  différence  d^ 
coefficiens  de  A^^  est  27  ou  3^,  la  déujcième  difi^rçnee 

des  coefficiens  de  -^  de  même  ^7,  la  première  diffé- 
rence des  coefficiens  de  ■' '  ■  > ,  est  7 - 
Soit 

R  =  ]V(o)ex«  cos  [i(/i'/  —  nt  4-  •'  —  •)  +  3/i«  —  •  —  afi], 
-f-  N(Ocx'»cos  [i(«'«  —  nt  +  •'  —  0  +  3/i«  —  •'—  alT], 

On  aura 

« 

3N[(o)  =s ^  j  (ai  —  3)  BC'-O  +  a  —j~  U 

m 

On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  termes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  quî  dépendent 
simplement  des  excentricités ,  par  les  considérations 
suivantes.  Soient 

i2A«cos[î'(n'^  +  60  — ï('2*  +  «)] 

i S  A^*> cos  l(i  +  I )  {rit  +  €')  —  (ï  —  I )  [nt  +  é)], 

deux  fonctions  qu'il  s'iagit  de  développer  en  y  faisant 
varier  les  quantités  a ,  a',  nt  et  n't,  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n'  5.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  effectué,  on  en  déduira  immédiatement 
celui  de  la  féconde ,  en  y  changeant  i'  en  î  -+- 1 ,  et  / 
en  i  *—  I  ;  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y  suppose  i'  =  i,  et  que  dans  le  dévelop- 
bement  de  la  seconde  on  se  borne  à  considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 
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voie  d'additioti,  comme  ces  termes  réniltent  néces- 

saîrenient  d'ua  des  trois  facteurs  soi vans^ * . 

sin(^  +  Z)2A^<>cosp,  CQS (^  +  Z)S A^cosp, 
sin  (/i  +  0  2£**"*"^ A^^  sîn  p,  où  l'on  fait ,  pour  abré- 
ger, p  =  i'n!t — int  4-  iV —  à,  et  qu'en  n  ayant  égard 
qu'à  ces  fermes ,  on  a 

sin(/^4-/).2A^'5cosp  =  i2A^'>sin(/>+/^  +  0 

cO8(/i  +  /).2A(0cosp=:i2AWcûs(/i+yi  +  0 
smOH) .  2i**"^*  A<^sittp===-^2i**+*A«>eo»(p4/<-^^^ 

Il  est  évident ,  en  comparant  ces  relations  à  celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n""  3 ,  qu'on  aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  développe- 
ment de  la  fonction  i  2 .  A^O  cos  [(  i  +  i  )  (  n't  +  ê') 
—  (  £  —  I  )  (  /»^  +  «)]>  en  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  terme  correspondant  du  développement  de 
Iafonctioni2.A^'>cos[r(72'^H-€')  — î(n«  +  €)], 
dans  laquelle  on  suppose  i^  =  i,  après  y  avoir  fait  les 
substitutions  indiquées  plus  haut. 

Gela  posé  »  la  fonction  R'^  n*  3 ,  en  ne  considérant 
que  les  termes  dont  nous  nous  occupons  en  ce  mo- 
ment, devient 

R'=  ~  .2AC0  cot  i (nft -  ««  +  •'  —  i) 

4.  Î2.  x«2.fla'B(0  COI  [(i  -f  i)  (n't  -f  0  —  (i  —  i)  (nt  4.  #)  —  anj 
o 

+  ~^xa.fl-a'«CO">  co»  [(i  +  a)  {n't  -f.  0  —  (i  —  a)  (««  -f-  •)  —  4n]. 


Si  dans  le  développement  de  la  fonction. 


m 


—2  •  A^'^  cos  i(n't  —  wi  +  é'  —  6  ) ,  on  désigne  donc 
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par  a  le  coefficient  àén't  pour  le  distinguer  du  coef-^ 
fîcient  de  nt,  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
cette  série  par  ^  X',  et  en  y  changeant  /'  en  i  -|-  i , 
î  en  i  —  I ,  et  A^*^  en  aaf  ^^,  on  aura  le  terme  corres- 

pondant  de  la  fonction -g- X*  2  acdW^  cos  [(ï'+  i) 

(  n'<  +  g'  )  —  (  î  —  I  )  (  '^^  +  ^  )]  >  et  en  multipliant 
ces  mêmes  termes  par  ^  A*,  et  en  y  changeant  /■  en 
/  +  2 ,  i  eri  i*  —  2  et  A^*^  en  a^a!^  C^,'  on  aura  le 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion ^  .  m' A^  2  «ya'^  cos  [(z  +  2)  {rit  H-  é') 

—  (/ 2)    (tZ^  +  é)]. 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  aura  converti,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  les  différences  partielles  de  A^'^  rela- 
tives à  a'  en  différences  partielles  relatives  à  rt;  ce 
qui  tient  à  ce  que  les  fonctions  aa!  B^*^,  a*a'*  C^'\  sont 
comme  A^^  des  fonctions  homogènes  en  a  et  ci  de 
l'ordre  —  i . 

Cette  remarque  facilitera  beaucoup  la  détermînar- 
tion  des  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutuelles  des  orbite^-;  mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  ne  s'applique  qii  aux 
termes  dépendans  des  argumens  '  formés  par  voie 
d'addition ,  et  qu  elle  ne  saurait  s'étendre  aux  autres 
termes. 
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Termes   du   quatrième   ordre* 

8.  Soit 

R  =  MW«4      cos  [i  (n'i  —  »t  4-  i'  —  •)  -f-  4*1^  -+-  4i  —  4p] 

-f.  M<0« V  co»  [i  («'£  —  Rt  -f-  1^  —  •)  +  4nt  4-  4t  —  3«  —  i/] 
-f-  MWeV*  cot  C*  (/l'i  —  /it  4-  *'  ^  f)  4-  4/t<  4-  4i .—  a»  —  W] 
4-  M(»)ce'3  coi  li{nU  —  ««  4-  t'  —  •)  4-  4««  4-  4t  —  •  — 3*'] 
4-  M(W^     ccm  [i(ii'<  —  ««  4,  ,'  —  ,}  ^•  4nt  4,  4i  —  4#'] , 

on  aura 

(16*4  —  laoi  J  4-  a83««  —  ao6i)A(0 
4-  (3aP  —  i68t  >  4-  aSôi  -  64)  a^j^ 

354   J4-  (a4i»  —  781  4- 48)«*  -jjT" 

4.(8,  --«)a».^^4-«4-_. 

[i6{i— 1)4— 5a(»-.i)»4-  aa(i— 1}«4-  a6(i-.i)]A('-»)^ 
+  [3a(i-i)3-Co(i-i)«- 10(1-1)  4- 1« 3  a  ^^:2 

^''="ï'-  i4.[a4(*-i)-a.(£~0  «  9]«-'^^ 

4.  £  8{i-,)  -  ai  «»  1!^  +  «4  ilAÇ^O 
*■     ^         '         ••  lia»      ^  </al      • 

[,6  (i— a}44-  i6(t  —  a;»—  agC*  —a)»—  ao{i  —  a)]A  ('->)> 


m' 


j4-  L3a(t  -a)»4-  48(*-  a)»-  i6(i— a)  -  ao]a  '''^^'  *^ 


da 


m' 


[,6(i  -  3)44-  84(i  -  3)54-i3o(i  -  3)*+  54{i  ^)]  A<'-î), 
4-  [3a(i  -^  3)»4-i56(i--3}>4-ai8(t  -  3)  4-  78]  a  "^^'"'^ 


rfa 


M<^-=-g6  •  ^4.  [a4P  -3)-4-  ^(i-3)  +  8,]  a-  ±^ 


,4-[  8(1-3)+  i8]«»--^j-5-.4-fl4—j-^, 

[i6(i--4)44-i5a(i.4)î+499('-4)*+646(i-4)4.a563A<'-4>^ 
i4-C3a(î-4)»+a64(i-4)«4^a(^4)4.568]  a  ^''^^'"^^ 


m' 


da 


M<4)=+~7. 


384*  \4-[a4(i-4)>+i5o(i-4)  4-aa8]  a»  ^!j^^ 

da* 


.+[  8ii-4)  4-  a8]  «i      ^^,      4-  «4  -5^7— 

Tome  III.  -     5 


U  THÉORIE  ANALYTIQUE 

La  première  oiffiéreBce  éM  coéffieiem  de  a^  ^  est 

4*  I G  >  la  deulièiàe  différdnce  des  coeffidem  de  a*  ^- 

est +68^  la  troîâieme  des  âoefficîens  de  a  ^  est  -f«a56, 

et  la  quatrième  des  coefficieiis  de  A  est  de  mètote  H-a56. 
Soit 

R  =  N(o)c«x»  cof  [iià't  -^  /!«  +  /  «-  0  -f-  iHiH^  4f  —  a»  —  ail] 
+  WCOce'x*  co»  y  (t/t  ^  nt  -f-  t'  —  f)  -^  4/ï«  +  4i  — 4  «  —  »'—  an] 
-h  N(»)e'»x«  cos  [i(ii'«  —  rt<  +  r^^  i)  +  4rti  4-  4«  —  a»'  —  aH], 

on  aura 

3a      |+[4(i-3)   4-ia]«-^— +fl*^-g^;;— .  J 

Soit  enfin 

Rs=N(3).x<.cosi:ii(h't  —  #l«4-«'— •)-f-4ft«  +  4t  —  4n], 

on  aura 

N<»)  =  — t.fc    ■'*.  CC-O. 
lao 

Termes  du  cinquième  ordre. 

g.  Soit 

R  ±5  M<o>tf» 


+  M<fe««'4  cof  [i(ii'«  —  lit  H-  /  —  «)  H-  5itt  4-  5«  —  •  — 4«i1 
4-  Me»)*/»    tos  li{nft  —  nt  -f-  /  —  i)  +  5»«  -f  6t  —  W], 


on  aura 

L3ai»  —  4oo»4  +  I7QOÎÎ  —  336oi«  -*-  ai94qA(0 
4-  [8oî4  «  76oiî  ^  a375i»  -^  26401  4-  CaS]*  ^^ 

3840  \  JZKtiï 

\i^  []|o».  — 1701   4-  i5o]  a»  -^- 


J 


DU  STSTÈME.DU  flOrân».  3$ 


'M^X 


'>-  ' 


«       3à(i  -  })»  ^^  ia8(i  -  3)4T^.5o(i  r-  3)»  »  . ,,  ,,  . 

•  W  MJ)(i*^3)-  -^  i35(i  -  3)  .  •  <.^^  "  ^ 

^'^^"*"^  ("^  Po(«-3)*  +  324(i-3)»+3oa(i-3)-.3]*«^î^^ 
V  C4o(i  -  3)«  +  i3o(i - 3)  :+  81] a>  ^^^^^ 

l       <         8o(i-4)4+7ia(i-4;»+ai47(i-|Jn^^^ 

f  -     ■  J     l*  4^741^ -4>f+*4-  .  -  ■ .  ■  •  ■  .  ■    r    ~S~ 

M<N'-r^7+L8?(fr.«)?+6p(ir-4)*+«418(i-H)+ioi4]«*^^'^ 

3.« 


1 
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t  +  7o55(i— 5)»-f8i74(i— 5)  H-3ia5        .  i 


'3840 


c         8o(t  -5)*+iQ8o(£^5)5+5255(i— 5>'  I  ^  dA(^») 

t+io8ao(i-5) +7845  I        Al 

/    f  ^*A('-') 

<i»A('-«) 
f+  [4o(i-5)*4-33o(i-5)  +  670]  a»      ^^, 

,+  [io(i-5)  4-  45]  ^*  -5-4-"  +  «•  -555-- 

#AC'^*) 

La  première  différence  des  coefficiens  de  a^    ^^ 
«rt  1 5j  la  deuxième  des  ooemcieos  de  a^  ^  est  1 27  j 
la  troisième  des  coefilcieQS  de  a'  ^  est  845,  la  qua- 
trième des  coefficiens  de  a  ^^^st  3 1:25,  la  cinquième 

des  coefl^ciens  de  A  est  5 1  aS. 
Soit 

R  =  NCo)eîx'    CO8  p  (n*t  —  n*  +  •'—  •)  -f-  5fi«  +  5i  —  3«  —  airj 
+  N<')<î*c'x*  C08  [i  (»'<  —  ne  +  «'—  •)  +  5»«  +  5i  —  a»  —  •'—  ail] 
-f-  NC*)ec'»x*  co»  [i  (n't  —  nf  -f.  /—  t)  +  Sut  +  5f  —  «  —a»'—  an] 
4-  NOc'^x*   co»  [i  (n't  —  ne  +  •'—  •)  +  Sut  -f  5i  —  3»'— an], 

on  aura 

!£  8  (i  — i)5-4a  (î - 1)« -f.  59(i~ 0  — 16]  B(*-0 
-h[ia(£-i)«-39(£-i)+i4]«-3J- 
+  [  6(/-i)  -9]«'-^ïï-+ «'-3âï-' 

!£  8  (i  —  a)ï.*-  9  (i  —  a)*  —    8 (»  —  a)  4-  la]  B(*-») 
+  [,a(c-,a).+  3(£-a)-.,7]a^ 

![  8  (i  —  3)'  +  38  («  —  3)« + 33  (i — 3)  ■+- 19]  BC-') 
+  [iii(i-3)»+45('-3)  ■♦->7]'«^^ 
H-  [  6(.  -3)  + 13]  «•  -^;—  +  «•'  -^r-' 


DU  SYSTÈME  DU  MOHDE. 


H 


N<n»+ 


m'aaf 


m 


Soit  enfin 

R=:N<^«x4  ca8[i<n'« 
-f-N(*)yx4co8CÎ(/i'£ 


nt  4.  «:-.  1)4. 5n«  +  5f.-ii  •  — 4TI 
nt-^t'—  t)  +  5/i«  +  5i-*«/— 4n]  ^ 


on  aura 


î. 
}• 


Termes  du  sixième  ordre. 


10.  Sait 


K=  M(<»)c»  C08  [i(rt't  —  ne  «h  1'  -.  t)  -4- 
-4-  M(0«f  «/  CQ»  [i  (n'<  —  »£->-/  —  •)  + 
4-  MC«)eV»cot  ii{9t'i  —  nt  -f-  i^  —  ^  -♦• 
-f-  MO)e»c'*co«  [*(»'«  —  ne  4-  «'  —  •)  H- 
+  MO)c*c'^co»  [î(n'«  —  nt  4-  •'  —  •)  -4- 
-4-  M<»)««'«  côs  [i(n^«  —  n«  4.  •'  -,-  i)  4- 
4.  M<«)«'«    cot-C«K«  —  ne  4-  *'  —  t)  H*- 


6ne 
6nt 
6ne 
6nt 
6ne 

6Rt 


4-  6» 
4-  6< 
4-6* 
4-  61 
+  6f 
4-  6t 
4-  €t 


dm"] 

5m  —    •! 

4«  —  a»'] 

9»  —  4»'l 

6-'], 


on  aura 


MO: 


4- 48538i*  —  a935«)  '         "'  ^ 


da 
rf'ACOl 


m' 

54-—- 


46c)8o 


î        (igai*  —  a88o*4  -j-iS^Boi»—  S^Sgoi»  1  ^ 
("^  14-  363a4i  -  7776)  J 

|4-(a4oî4  —  a76oi»4-  i07a5i*—  i58ioi  4*6480)  a*  "^ 

J»A(0 
L4-(i6oi»— i3aoi*H-3aaoi  —  at6o>a»  "35*^ 

f+(6oJ«—  3i5î+36o)a*-2^ 

+  (  iii  -  3o)a«  -^-sr  4-  a«  -gjr- 


3ft 


TBlORIE 


'I 


da 


M('>=:- 


m' 


M<«)=: 


l-'5^o(i-i)s-4',o?J8(i-i)«+î>i94(i-0  f^' 
:    î       i9a(i—i)«—i76o(i-'i)^+5o2Cf(i— i)3l      ^^'^ 

f     îi4o(i— 1)4— i6ôo(i— i)3+a775(î— i)*l    ^d^A(}- 
'■^  l— 5ao(i-.i)  -  875  /'*'     da^ 

'"*'  W[i6o(i— i)»—  7ao(i_i)>+66o(«-i)+ioo]a'!^^^  ■' 

V.[  6o(/^i)'-  -.^oti-.)  +  5o]  a«^^:2     - 
^r      r      \         o    .  rf'AC-')  .     ,d«A(»-) 

+  C  i»(«-i)  -  i4]  «'  — asi— ^ "• -3^5- ' 

*        ■         *    ^ 

'  +    61  (i-a)»-  7aa(l— a)«—  8a4(«— a)    J  ' 

1+1910(1* — 2)*-4- 292(1 — a)  *-»  640]  I         da      i 

ijL,  )      ^^  (i— a)4—  44ori— 2)î—  9i5(£— a)*  l^^d*A<<-«) 

^^     1+  [,6o(i-a;'— iao(i— a)«—  38o(i— a)  4-80!  f|^  ^*^''- 


'-f*[  60(1— a)»—!  -ô(ï-^a)— V..563  «*    .'^fv»     '  C    j/ 


W*'.'     -  — 


-r-    ia 


d4A(i— ) 


<:«»    •     > 


'  I»     -♦-. 


.) f-î -  •  «)  f*-a)H-  *  9%*-3)S-53«(f.-^  >  \^:^i^   . . . 

î  \^  6^(<^-3^3+  «8«(i^)aw-7>>a(iT*a)  J^'  >  ..  ^ 
f  i9a(i— 3)»+ 48o:i— 3)<-8o4{i— 3)n  ^AQ-») 
■[--2,30(1-3)»+  a64(i-3;  +7oa  /  '^.,^^,    ,  . 

249  ('— 3} 4-t-  7ao(i— 3)î— 345(1— 3)»  \     à* A(< -»j 


m 


/    « 


?«o4 


aâ? 


{ 


} 


da* 

^q-^i6o(£r^3)A+  48o(*^)^4-ïoo(i-.3)--î*4  ]«  '^"^ 
+  Ç  6o(ï-3}»+  i5o(i— 3)  +  4a]  «4  --^^p- 

I 


) 


J 
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1+1471  (/^4)î^23o!>ri— 4)»— m8off-4)  fr^' 
}     19a  (i— 4)Hi6oo(i— 4)4+4i32^i-4)»  î    JAg-o 

.'*"l+a3'5o(i-T,4)«— î>aao(e^4}  -^i^f^     .    J  ^     </fi  : 
I       a4o(i—4)4+i88o(i— 4)5+4485(1-4)»  1    ^d«A(i--<)| 
ifriw     "*'•     /■^(4t33oa(i-4)-aoo  T       da-  , 

^^     W[i6o(i--4}»+io8o(i--4)>+k«oo(î-4)+ioa4]«J^-^V- 

'+[  6o{i-4)»+  3o5(i-4)  +  344]  «4  2~~i-^ 

J*A(»-4)  d«A(<-4) 

+[  ia(i-4)  +    3î>s^^4.,6l^\ 

f  6«i-.5)«+    ô6b:i-î«*+54ao(W)4)  . 

'l+i3iio(i-5)»+i6aa8(i-*;"+6a5ô(i-5)  f'^      ' 
.  /        i9a(f-5)«+  a7ao;i-5)4+i43oo,i-5;3  î     rfA<*^0 
i"*^t+337i6(i-5)»+34684(i— 5)+io970  §  ^     tia 

f        a4o(i-5)4+ 3o4o(i-5)»+i3575(i-5)«î     /i*A<'-i')| 
m-      i'*'t+a5i8o(i-5;+i56a5  j^'    Ai« 

-[  6o{f -5)»+  4<5o(i-5)  +  ^85o]  a*^     t['~'^ 

f  .-   ^B4(^-C)S^i3aa«-6)ï+iaoaQ(J-B)4j 

<  +  5oi85(jr-6)»+i  1 7238(1— C)«  '      [  A<i-6) 

i+ta56i<5a-6} +é6p9?  ,     J 

,      f  i9a(i-6)«+384oS-6)4+aQ7oo(iHp)î  1     dA<^'^ 

|"*'l  +  iio3io(i-6)»+i949(54(i-6)4-ia945<|     J  ^     rfa 
f  a4o(i^)4+4aoo(i-6)>-fî^a^it6)»j  ,<f»A(i-^^ 

1+  74670(1-6) +75a4o  J         àa* 

+[i6o(i-5)î+aa8o(i-6jM-ro66o(i-6)+i|3ao]flS— 2^j- 
+[  6o(i-6)«+  t3i5(i-6)  +  i56o]  «4  "^^^^ 
^+[  ia(|.6)  +  m}af  ^  y^r     H»  4«  "T|-j— 


M<5)=- 


M<«)= 


m' 


— •  i 


..  i 


La  prémièFC  différeipce  des  cpeffiçiens  ^e  e^  ^^  ^^^ 
164^  }a  second^  des  çoefQciens  diç  ^^^T  ^^^  ^^^    "^ 


.-.  ^ 


4o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

troisième  des  coefficiens  de  a' ^-rr  est  igSG,  la  qua- 
trième des  coefficiens  de  a'^^  est  12792,  la  cinquième 

des  coefiQcieûs  de  a^-  est  46656  ;  enfin  la  sixième  des 

coeffîciens  de  A  est  46656. 
Soit 

R  =  NHc^x*    coi  p  (n't  —  n«  +  •'—  •)  -f-  6/it  +  6«  —  4»  —  aH] 
^   4-  N<0« Vx«  cos  [j  (n't  —  nt  -f.  t'—  # )  4.  6n«  -f-  6i  — .  3«  —  »'—  aTI] 
-f-  N(*)c*e'*x»co8  [i  (Vt  —  /><  -f.  «'—  i)  -^  6»t  +  6t  —  9»  — W—  aEQ 
-f.  N(3>c^5x*  co»  [»(»'<  —  nt  H-  f'—  i)  H-  6»«  +  6i  —   a»  — 3«'—  aH] 
-4-  N<4)c'4x«   cos  lilnft  —  ««  +  •'—  i)  +  ao«H-6f  — K— ail], 

on  aura 

j-.5a8(i-i)-fi35  j"^ 

[4.  [3a(i— i)s-ai6(i— 1)«+  4ie(î— i)— 200]  a  "^"^'^ 

+  C  8(c-,)  -  16]  «»  -3j^  H-  a4  _-_, 

l4-io8(i— a)  — i3o  J 

«'  V  l+[3a{«-a)»— 6o(i— a)*-a8o(i-9)+488]iiîî2^ 
NC»)=— — — •/  ^ 

]+[a4(«— a)*— b9{t  — 9)  +  662  a*      ^^    ■ 

^.t  8(1-9)  -9]a»-5-— +  «4__., 

f       ,6(1  -  3)4H.  48(i  ~  3)»-  37(1  -  3)«  I  -.„.,. 

i+[94(i-3)«+6o(i-3)]a«  ^Î??l2 
j-rftr;      ^>j.t.i    ,<^*B«-»)  ,     ,rf4BCi-»> 


jnfaa* 


30D9 


■^     ^ 


-.•fi-jfk. .  .«^tJ  >~ 


• 
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t+i4o(.-4)-a84  r''^ 


„, ,       mW  ï+  Par.-4)»+  a5>;M;'+  53>(.-4)+  410]  «  ^fî. 

'      V  C»4{«-4)'+  i89(i-4)  +  «76  ]  «'    °|,V^ 

j.  r  ««    ;£!  _L  *rT    .  <*'B(«-9    ,     ,  d*B<f-0     • 
+  [  8(.-4)  +  403  a» -3^;— +«< -5^;— , 

t        t6{i-^*-h  i48(i-5)»+t4ii<i-5)n 

1+  348o(i-5)  +3ia5  /  ^^   ^ 

w,«    ^».'««'  l+[3«(i-5)'+4o8(i-5)»+i7ia(i-5)  +  a36o]  «  ^E^ 

|+[a4(»-5)«+  aaa(i-5)  4-  5io]  a»  ^^-^^ 
+L  o(*— 5)  -h  ^o]  a»  —T-- h  «4  — y— — , 

Soit  enfin 

R=:N<«)©«x4  CM  li(nU  —  n«  4-  •'—  •)  -f-  4/ie  +  4t  —  a»  —  411] 
4-  N(6>e^x4cos  [»(n't  —  »t  +  •'  —  •)  -f-  4ne  4-4«  —  »  — •  «'  —  40] 

+N(7)c*«x4co»  [«(»'«  —  nr  4- ,'—  ,)  -f-  4/i/H-4i— w— 4n], 

« 

on  aura 
«<'^=^-{c4.-«+5o]C(^.,+C4.-4].^^.^S^} , 

»<'>=^^-{«M-.4(-)-  83c<.-.)+[4(i-.)-  6]„^£g:lM.±g:2}» 


^-i» 


t.... 


4b  théowe  analytjque 

Termes  dépendans  du.  carré  et  des  puissance^  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclffiaisons,  qui 
peui^ent  être  ramenés  à  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  puissances  dun  ordre  moins 
éles^é  de  ces  dieux  élémens. 

Termçs  4u  de^fxièrfke  ordre  qui  uni  mime  argument  que  le* 
termes  indépendans  des  excentricités, 

1 1 .  Soît 

R  =5  MO  co«  p  (w't  —  »«  4-  i*  —  i)  -I,  •"  —  «,] 
^  MCO  C08  [i  {f%'t  ^  nt  -h  %  --  •)]  , 

on  aqra,  n*  8i,  livre  II, 

M<o>=  -7-  .  <JC4(»-f'0*— a{*+0]A(»-*->— îui — 2^ a.«___l, 

£  pouvant  prendre ,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes y  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives^ y  compris  zéro. 

Termes  du  troisième  erdra^ni  ont  mâiff  argument  ^ue  c^w 

du  premier  ordre ^ 

12.  Sdt 

R  =  MC»)  C08  {i(n^t  —  «t  -♦•  f'  —  f)  -4-  nt  4-  t  +  •'  —  a«] 
+  M(0  co»  [i(n'r  —  /ït  -+-  f'  —  i)  -h  Ht  +  •  —  •»] 
4-  M(»)  cos  [«•(n'^e  —  »«  -f-  /  —  •)  -+-  n«  H-  I  —  •'] 
4-  MO  co«  [i(/»'«  —  w«  +  *''  —  t)  4-  »«  4-  •  —  a»   -4-  «0  >* 

on  aura 

.[-.  8(i  +  i)3H-  i4  (*  -M)*  -  5  (*  4-  I)]  A(«+0 
I  ciA(*"*-«> 


kc)=. 


mi=< 


DIT  STSrïÈNfK  DIJ  UQVm-  43 

!{8J>  —  loi*  +  ai)  A<0  +  (4i«  -^  7«  +  3)  «îî^^ 
dit 

„W.  5      .6i.A(0  +  (8i-8i-«a^»^(4i+Jq^.^'^ 

i->  E8(i^i)»+i4(i->)*  +  5  («■-*) +1]  AP-) 

i+  £8  (i  —  9)»  + 18  (i  —  a)«  +  8  (i  —  a)i  A<'-«) 

i  Nous  omettrçn^  les  terniçç  de  même*  forme  <juî  dé- 
pendent des  inclinaisons /parce  (Jti'ii  n'isn  peut  résul- 
ter^ dans  les  applications,  que  des  quantités  insensibleSr, 
ll|  en  sera  de  même  datis  toute  cette  p^rtîç  ,du  déve- 
||<^ppemçiit  de  U  ibtictiou  R  jusqu'aux,  ^rmes  du  cin- 
Quième  ordre ,  qui  demandent  une  attention  pfrticu- 
l^re,  à\paU8è  delèiir^mpottancé  dan^  1^, théorie  de 

Jîii^èr  et  SMtmie.      ^  ^  i 

Termes  du  qui$friinie  ordre  qui  ont  même  argument' que  les 
'  termes  indépèndans  des  excentricités  et  dis'incHnakons. 

1 3.  Soit 


.  .     „  c  . 


R  =  MC»)  co»  [i  {n't  —  n«  +  f'  —  i)  4-  q»'  —  a«] 
-H  M(»)  C08  [»(»'«  —  ut  -f.  i'  —  f)  4-    li'^—    »] 

-+•  M<»)  cos  [i  (/»'«  -^  /!«  4-  f'  —  1)3 , 


^ 


44 

on  aura 


MW:î= 


4 


m'e^e^ 


33 


MO)! 


/*Vs 


mree 


3a 


M(»)=. 
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C    i6(î+a)*-56(ï4-a)ï+6i {t-f-a)*-2o(i-f-^)]A<i+0 

dAC*-*-») 
|+C-i6{*.+.a)*+36(i+a)-ao]  a  -    ^ 

ii«A(»+») 
„  .  <^>A('+*)  .     .d4A(*+*) 


da» 


da* 


[-.,6(i+i)44-28(i4-i)»-i4('4-0*+2{i-hr)]AC^O' 

_     rfAC»**-') 
i+[    «(*+i)*-i8(i+i)+6]fl— ^j— 

rf«A<«"»-') 

■     ,  d8A(»-^«)         ,rf4A<»-^'> 
—  oa*  r-T—  —a* 


c2as 


Ja4 


[«-i6(i+i)4-Hi8(î+i)»-io(ê+î)*+a(^03A<''*-'> 

«fA(»-»-'> 
[    ao(î+0*-i8(»+i)-6]«-^— * 


[     8(i+i)«-9(«+0— 20«* 


<l'A('-*-0 


,d>A(i-»-0         ,r?4A(i-»-0 
— loa' ,  -  ■    —a* 


da* 


da* 


..    ,  d»A('>  ,  .  ,  d'AV)  diAVi    ... 


-* 


wfi>»«'« 


i6i'4A(0  —  C»6i*  -T  4)« 


4a 


3a 


d3A<0 


•  (8£.-.,4)a.tl^+8a»^5P  +  «4^. 


rf«A<0 


f  ' 


DU  SYSTÈlfE  DU  MOlfDE. 


4« 


Termes  du  quatrikme  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

les  termes  du  deuxième  ordre* 

j4«  Soit 

K  =  M(«)  cos  [i  (n't  — i  Rt  -f-  «'  —  •)  H-  ant  -f-  5it  +  «'  —  34 
4-  M('>  cos  [i  {nft  —  nf  4-  •'  —  •)  4-  a«t  -f-  at  —  a»] 
+  M<«)  cos  [i  (/l't  —  n«  -^  /  — <  •)  -4-  anl  -h  at  —    «  «  «f] 
-f»  MO)  cos  [*  {n't  —  ne  4-  f'  —  f)  4.  an*  -h  as  —  a»'] 
4-  M0>  cos  lUr/t  —  /i«  4-  •'  —  •)  H-  ant  4-  at  —  3»' 4-  »], 

on  aura 

C    i6{î-|.i)4-68(i4-i)'4^a(î4-0»— a6(i4-r)]A('+«>' 


M<o)=4 


m'eV 


9^ 


■t 


M(<)s^ 


9t> 


l4-[    i6(î+i)»-4fl(«4-0*+46(H-i)  -i8]a  — ^ 
|-C     3(H-.)-93«»^-3jr- 

-C     4(H.i)-a]«»--ijjï «<— ÂH— ' 

[— t6iH-ao(']A(0— (i6(<— i&'*+s+4)«  ~^ 
f+(i„.,)a.__  4.(4,4.  4V-_4.a*.3^ 


[—  i6t4  4.  6m>  —  64i>  4.  aaî]  A<>') 
j^fgi    14.  [—  ,6is  4.  481*  —  46t  4.  16]  a  ^^*^ 


w'eV 


M(<)=:^ 


(;i6i(*— 1)4— ia(i— 1)3— 6(i— i)«4-a(i— i)]A(*-«> 
|+f,6(i-i)J— i6(i-i)»-6(»-i)  4-6]fl^^Il^ 


— [  4{« — 0  4-  o]a> r-: — —«4 


da* 


da* 


3a    •' 


[16(1-1)44.  a8(i— i)'4-io(£— i)*4-2{i— 1)]  A(«-«) 

|4-[i6(i  -i)*4-  i€(i-i)*— io(i— i)  —  6]  a  £^îl2 

an 

I— ['9('  —0  +  ai]  «•  —3^7-" 

-[  4(*  -I)  +  10]  «'  -g^-î a*  -3^7-, 


1 


I 


t 


•«? 


46 


4 


m'e*^* 


dd 


6^ 


M0>=^ 


mV* 
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I-  [i6(i-a)î+  iè(i  — a)«-a6(i-  a)  —  aojflî-^ 
i-l-  C!i5{i--.îï)  +34]a«  ^— 

U|:i6(£— a)5-+.î8{i-'3)>+  io(î— a)-3a]a 


</a 


^    '  Ww(t-a)  Hr-6o]â« 


*-■  ,t.  ■ 
du* 

rfîA<i— ) 


*I<4)=H.'^ 


WS 


f    i 


^ 


+Ei0(i-3)*^84(i-3)'+i3o(i-3)«+3IKi  -  3)]  A(i-î) 
|-f[i6(i-.3)î+48('— 3)«-  i4(*-3)  -  78]  a  ^'^^•"'^ 

|-[33(i-3)+8i3a»i~ 

— .[  4(î— 3)  -I- 18]  a>  — î-5 a* 


</a 


^» 


^a4 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  même  argument  qj$te  ceux 

du.  premier  ordre. 

l5.  Soit 

R  s  M(«)  C08  [i(/i'<  —  nt  -h  /  —  •)  +  nt  -4-  i  +  2»'  —  3»] 
I  -f.  M<0  cdê  p(ft'f  --^  7I«  +  •  •*=  •)  ^  «i  *f-  t  +    •'  —  net] 

-4-  ÎH(*)  co«  [i(V«  —  n«  -h  t'  —  •)  -f-  ««  +  •  —    •] 
+  M<î)  cob  Ci(/i^«  -i-  «t  +  .'  —  .)  4.  hf  4-  »  -^    »'] 
H-  M(<)  cos  [i(«'t  -i.  he  -f-  /  —  i).  +  /it  4-  f  *-  jk»'  H-  .  a»] 
+  M<5)  cos  [i  («'«  -*  tor  +  /  —  •)  4-  rtï*  -h  •  —  3#»'  -ff  a»] , 

on  aura  ! 

J -  âa(i-f. a)«+i9a(i  -f-  a)*— 4oô(*  +  a)^  K /. 
l-^354Ci  +  a)--io4(i  -f-  a)  J  ^"^ 

Me»)=>*-^^  < +[l(!5(i  rf.  ft)34^(i-f.2)».344(i+a)+36]aïî?l^'*"*^ 


■♦-«r 


j 


384 


^      .      .        dM 
f+[3aCi  +  a)«-96(i+a)+a3]a»  -  ^^3  ' 

^«.[  2(î  -f-  a)  +  6]a4  "^    .  —'«5  r  ^'      ' 


da* 


da^ 


DU  i¥STÊliB  DU  MOHOE. 

r.    ifl(^^.|)•-i^6(i+I)^^^^8(i^.o>  U,,*.,, 

|6(J  .M)<-^i-t.i)i4.ia4(,+|).  I    <JA('+'> 


iî 


tmA^ J., 


r    i6(i  4-1 

l— ioa(*-f-i 


)^-3!i 


Ml')=s^ 


^.[^,6(l4.f)î^3o(H«t)«+5(l^i5-!io]ii« 

v+L      î»(«+i)  +  53  a*   "  j  ■  ;    -■  •+•  <ï* 


d3A<i+0 


£{a> 


^a4 


c/aS 


-isr 


f      48(i  -f-i)4-*aiC(i-M)»-ha56(i+i)«  1   JA(i4-,) 
1-^  «7(» -+-1)  -  37  r^âS" 

4-[-48C«+i)»+-i»(H-i)'4-a46(i+i)-ia5]a.»^4r— 

l+[*^4a-*-0'+«o(i4-i)  - 177]  «'  ^It^^ 

^4.[    6(*+,)  -  4a]  a*  --^^ 3fl»  —^—^ , 

l     3ai»  —  8oî4  ^-  a&ï  4- 1 ai*  +  loi]  A(0 
-h  C     i6'<  4-  40*'  +  37i«  —  i8«  -f-  5]  a  "^^^^  ^ 


384' 


fH- 1—  i6iî  ^^  ,21'.  4.  8i_ 4]  «. 


4.[— 84«^,4Î  — 6]fl 


d»A<0 


d«A(0 


ifa 


,+  c   ai  +  4i^^-^-r  + 


J4A(0   .     .d^A(i) 


da^ 


WSh 


[— 3ai«-f4oi4-^8i»3A(0 

-f.  [^  i6î4  +  44«'  -  «4^»  -  loi  H-  cri  a  ^^^ 

1  aa 

.  m^ev»  ;-h  t    i6i» + i4i«  -  3ei]  «>  ^!AÎ2 

"1"     ^^  "•\  aa* 

+  [     ot*  -—  ly  —  ai]  a' 


64 


w+  t—  ÎM  ^  10]  «< 


<£4A(0         _  rf»A<0 


<fa4 


—  a« 


éfdS 


1+  [—  i6i4 4. 48i3  4. 4,1-.  ^  434-  _  lao]  n 


^  TO^éeM  7+  [     i6i3  4-  4oi»  ^  7ai  —  240]  «• 


rfA(0 
da 


ià$ 


1+  C     Ôi«  —  a4*'—  ïao]  û' 

l4-  L"-  a*  —  ao]  «4  — -■--  —  n* 


<l>A<0 


£A<0 
da* 


da^ 


dhï^* 


4e 


THÉORIE  ANÂLYTIQtJE 


/ 


384 


r_  3a(f-i)»+  96(i-»)H-46(i-0MA<i- 
l-  47{i->)'-'76(i-0  +•  J 


-h[    i6(i— i)ï— 84(i— 1)«— a78(i-i)+a6a]a». 


[+[—  8(i— 1)«— 46(i— 0  -hi3o]iiï 


d*Ai^'> 


da* 


da9 

£-.3a(i— i)»4.56(*-i)«~ao(«— i)«-M(i-i)*]A('-0, 
f     i6(«-i)4-f-!M)(i— i)»--64(î— 0»  l     <fA<»-0 

|"^1+ 8{i-i) +12  /^     da 


MC8)=/     i«W»  /+  [    i6(i— i)ï-^(i--i)«-.ii(î— i)+69]a« 


mfhsU 


64 


ia8 


19^ 


■* 


U  [—  8{i-i)«— i3(i— i)  +61]  a» 


a»A<«-«) 


da* 


da^ 
-H  [-  3(«-i)  +15]  a*  -j^.^  +  a»  -3-^-5— 

[-3a(*—i)*+i6(i—i)4-f.i8(i— !)*—<>(*— i)«]A(«-'), 
+[    ,6(e-i)4+,6(i-i)«-.îi5(i— i)«]ii''^^*"'^ 


ly/eV  /4-C    i6(î— i)î— 3a(i— i)*]a» 


</«A('-') 
rf»AC«-0 


lia 


l+i:-.  8(*-i)--  8(i-i)]fl3  __^__ 

^-f  [—  a(i— 1)  +  5]  a*  --j^ h  a« 


<ittS 


•) 


f_  ,6{i-.a)4—    4(t— 2)î4-i4o(i— a)*  1     </A('"») 
)"*"l+i36(i-a)  -  16  J"* 

H-  [    i6(i— îi)»-4-ioa(i-i)»4-76(î-.a)— i5a]a' 


</»A(«— > 


[+  [     8(*— a)»—    7(1— a)— 108]  fl» 


J'AO-») 


ifa> 


y+  [ —  a(î— a)  —  ao]  «4 


</4A('->) 

<fâ4 


,  d»A<»— > 


-  95(i_»)«-336(;-a)U^9o(i~a)n 
_,,4(.-_a)._a4,(f_a)  j*^ 


{ 

f  «.  4S(,— a)4-.  a4(i--a)'+aa5(i— a)*  I     </Ag-«) 

rUi47(t-î»)  +  90  i  ^    a^_^  I 

+C    48(t-îï)»+aa8{i-a)»H98(«-a)+i44>i«-'^^*  "^ 
'+[    a4{i— a)»—    6(i— 2)+io5]  a' 


<r»A(i~«) 

da* 

^+[—  6(i-"a)  -H  33]  a  4  —^7--  +  3a»  -f^lT—» 


A 


J 


Mo  = 


384 
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]  4.433(i--3)»  -f.'î  35(/-3)  j  ^ 

r      i6(i— 3)4+  3u(i— 3)ï— ii3(i— 3)M    <JA('-^> 
ri-a89(t— 3)  —  i56  r     da     I 


H-[— i6(«-3)î— i9a(i~3)»— 376(i-3)-.3]fl' 


^»  A<i-i) 


*/«" 


f4.[;_3.(i-.3)'-  G4(c-3)  H-  81]  a3  -^-r~ 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

ceux  du  troisième  ordre. 


16.  Soit 


R  =  MO 

cos 

[i  (n't 

nt  4-  «' 

^-  MO) 

cos 

Ci(n'r 

— 

nt  -f-  «' 

4-  M(») 

cos 

[i(«'£ 

— 

nt  -h  ^ 

•h  M(3) 

cos 

[i(/l'f 

— 

nt  -f-  •' 

-^  M(4) 

cos 

li{nU 

— 

/!«   +   i' 

-h  M<*> 

Q08 

Uin't 

— 

nt  -4-  t' 

on  aura 

M(«>  = 


rn'e^e' 


•)  4-  3rt£  4-  5i  4-  «'  —  4»2 
f)  4-  3/iï  4-  3i  —  3fl»l  ( 

•)  4-  3rt«  4-  3t  —  «'  —  Q»'] 
1)  4-  3/if  4-  3t  —  W-T  •] 
•)  4-  3/if  4-  3i  —  3a»'] 
•)  4-  3/it  4-  3i  —  4»'  4-  •»] . 


f-  32(*4-i)»4^a56(/+i)4-686(i4.i)*ï  ...^,. 

l+695{t4.,)a-î,o6(*4-i)  i 

r—  48(i4-i)<4-î>8o(i4.i)'— 5i5(i4-i)M    </A(i-*-0 

■^I4.3g4(x4.,)  — ia8  /^      <ia       I 

4-[-i6(i4-i)'4^o(i4-i)»-<)4(*4-i)4-8o]fl«î^]î"'^ 
'+[+  8Ci+i)«-M(i4-i)]  aï  — 5~ 


<ici4 


da^ 


Tome  III. 
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768' 


391^4- 34di«—6i4t>H-648(«—  358t]A<0 
48t4-|-  aSois—  5491»+  46oi  —  i35]  «  -^^ 

i6iî-f-  84i*— i6oi  +io8]fl« 


é/a« 


8t»—     Gi  —  18]  aï 


€£5A(0 


da» 
6,  -4]a4__H-af 


M(0=^ 


[    3ais 

-fl    48»< 

[4-  [-  8i' 


<2as 


laoi*  4-  io4i']  A(») 

dA(0 


io8t>  +    301^1  a 

4w«  4-     461]  a» 


da 
da* 


—  9«  H-  ^5]  /T- 


£A(«) 
da» 


19^ 


MW=i 


lia"' 


.4- [-61    - 


^    ,  d<A<0        ,  rfïACO 
a]  a*  — 7—: a» 


da* 


da^ 


. -.3a(i-0'4-io4(*-i)4-68{*-i)î  .  ^^,^,j 
l— 2o(/ — i)»H-  aa(i— i)  / 

+[-i6,i-i)34^(i-i)'-.43(i-i)-ao]a'^^*:'^ 

I  <i3A(»-0 

I4-C      8(i-i)»+a5(/-i)  -1  a]  a^  --^5— 

.4-C      o(i — 1)  4-  5]a* — T-: f- a» 


£{a4 


Ja' 


j  — 4«(t_,)4— 3a(i— ,)»443(t  — 1)»  ^     dA(i-0 


3(i_i)  —12 
-|-[—  ,6(i_,)3-f.24(i— ,).+4o0— 1)— 15]  a« 


</a 
d»  A(»-  0 
rfa"~ 


'+[      8(i-!)*4-4o('-  0  +^0  «' 


d^AO-O 


<2a3 
,4-[      6(1-0  4-ii]a<--3j;7-4-«»-5-j^ 


J 


" 
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,     f 


a 


•) 


M(3)3d 


■f 


■*"  i  -M46(«— «>  ^  3a  f^^ 

f     48(i— a)4Hb3a(i— a]f«— 91(1— 2)M     <^A(<"'> 
"^\-.i9(t-.a) +3o  l"*     €/a 

138    '{-^^    ,6(i-a)î-48(i-a)«-.ii2(i-u)-iti]/i>^^ 


{: 


m'e^e'* 


'+[—  8(1— a)«— 5G(t— »)  —  45]  a» 


^X<«-«> 


-Ht-  6(î-aJ  -.41Ï-4  ^^^-a^ 


da< 


76»  ' 


r        32(i-3)»4^88(i-3)4+9a6(i-3)3  ^ 
l+i3i7(i-3)«-f.858(i-3)  4-a43.         / 


4e(ii-3)4l4.344(i^3)84-^^,.(|A^"ç  rfÂ(>^l> 
6(i-3)  -  j» 


X^    ^ 


^[    i6(i-3)3-f.  n(i-3)»— 3a6(^3)-6i8>«'^'^|  '^^ 

</«A(»'->) 
+[-  8(i-^3)»-ioa(t-3>  -  H^a»  -^-§;^ 

d«A('-») 


rf4AC'-î> 


a^ 


»  ■.■'.■» 


rfâ* 


MU>= 


4- 


m'tf^c" 


19a 


\ 


r _  3a(i-.3)»-i68(i--3)4-a6o(i-3)3 1 
l«io8(i— 3)-  / 

r_  48(.-3)4-i88(i-3)»-  96(i-3>  > .  .(/A^^'^l 
'  l  -4.a3a(i -3)  + 1 56  J  "*     J« 

4*f-  i6(t^3)»Hs3oC<-^3)*-4-305(t-3)4-  3*i<]<i*^^^^^ 

^r      «/•    t».  _L   rn    ,  <f4A<'-3)            d*A(^) 
-h[      6(1—3)  +  a3  ]  a4  — j^-    -f»  a* 


iia^ 


4.. 


[ 
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r        3a(î-4)»+3o4(«-4)<+998(«-4)»  U(i-0 
\  -f-i  393(1— ^)  '+5 1 2(1* — ^4)  ' 

i  .  /        4«('-4)^-4-344(i-4)î-f-6ai(i-4)«|  rfA(^-4) 
l"*"!— 2oa(i— 4)  —  8a4  /'''   €^ 

**^'^=   W^-\+t    i6(H)'--ia(i-4)--536(i.4Ho^]««^.-^ 

'+[-  8(«.4)«-ii8(H)  -.3îa]aî      ^3 
^-*-t-  6(.-.4)-  3a  ]  a4  — — —  -  a*  -5^7— 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans  du 
carré  des  inclinaisons  ^  on  a  n*  5 

R  =  —  2i[f.x.2B0-')  cosi(n't  —  »t  +  •'—  0 

+  —g—  x«ïB(»^0  cos  [i(n'«  —  n«  4-  •'  —  f)  -4-  »««  +  at  —  aH  ]* 

Le  premier  de  ces  termes  peut  s'écrire  ainsi 

_  £!  .  ^  aa"^  (B<i-04-  B<i-»-  '))  cos  i  {n't  ^nt-h/-^  •), 
o       a 

I  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po-^ 
sitives  et  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  Ton  compare   cette  expression  à   la   fonction 
—  2 A^'^  cos  £  (n'< — w^  +  «'  —  «)>   et  qu'en  n'ayant 

égard  qu'aux  termes  que  nous  considérons,  on  sup- 
pose 

R  =  N<o)c3x*    cos  [t  {n't  —  «t  4-  i'  —  i)  +  3/it  -f.  3i  —  3«] 
-#-  NC'>c*c'x«  co§  [i(n't  —  ut  -f-  •'  —  •)  -*-  3«t  -f-  3f  —  a»  —  •'] 
-f-  NCOcc^'x*  cos  [i(»'ï  —  n«  +  •'  —  •)  -f-  3/it  -h  3f  —    »  —  a«'] 
4-  NO>c'»x»  cos  [i(/i'£  —  nt  -4-  i'  —  •)  H-  3/i«  -f  3i  —  S*']. 

on  verra  que  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités 
W\  N^*^  N^'^  N<'>,  il  suffit  de  substituer  B^'-'^+&'^'^ 
à  la  place  de  A^*^  dans  les  valeurs  des  quantités  M^*^, 
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M^'^  M^*\  M^*^,  du  n**  7 ,  après  les  avoir  multipliées 

respectivement  par  —  g.  On  trouve  ainsi 


i+ 


-/— / 


(  8î»  —  i8i»  —  «  4-  9)  (B<<-0  -h  B<«+0) 


r  8(i— i)»-f  6(1— !)•— 6(t— I)  — 4]  (B^— )+  B(0) 


K<0=-'"^'' 


t  8(i— a)ï-+-3o(i— a)*4-33(i— a)rf.io]  (B(ir-s)-hB<«-)) 


m  au 


[  8(*— 3)»-h54(i-3)«+i  16(1— 3)4-78]  (B(«*4)-f.B<i—)) 
+[ia(i— 3)»-f63{i— 3)  -I*  81]  (  «— 5 ha  —^ — J 

4.C  6(1-3)  -4.18]  (^a.  -^^^  +  fl.  -5j^  J 
/  .d3BCi-0         .W3B<*-«)\ 


La  partie 


m'a-' 


HL  — g-»x*2B('-0  coi  lUpft  —  ««  -f-  •'  —  •)  +  aw*  -f-  ai  —  an  ] 

de  la  fonction  R  peut  se  développer  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n*  7  ;  et  si  en  n^ayant  égard  qu'aux  ter- 
mes que  nous  con)sidérons  on  suppose 


m  -fr  t' 

:^ 

i)  •f-  Ut  r».  3i  -T 

a«!  ^  «T  — 

î«3 

RI  +  •' 

— 

,)  ^  3nt  4-  3t  — 

«  —  an] 

ni  «!-•' 

rr 

i)  +  êmt  4«  3<  ^ 

•<-r.!in] 

nt  -h  •' 

— 

•)  +  3nt  4-  3f  — 

3^4-  «  — 

aiq. 

4-  K(0  cof  [i  (n'£  ■ 
4-  N<«)  C08  [i  («'«  - 
4-  N(7)  C08  y  (n't 

on  trouvera 

Sj;8{£  4-i)s-  4,(i  4.t)«4-  «>(*  -^-t) i-  3i  ]  B(0 
4.C4(*+0-H«4.i)+8].^^ 

(8is  ^  54i*  4-  ii5î  —  75)B('-0 
_^£*x«  14.(41.  -.  a:»    +37)«-5— 

—  {ai    4r  0*'* — ^^""^ — — «' 


JîC«)=4-TO'afl'.< 


^fa* 


"55r 


(«I»  —  iai«  —  4î  4-  6)B0-'> 

^Î^J-*- (4.- -  «  +6)«^* 


«/a* 


«/a' 


Ç8(i— ,)34.,8(i— i)»4.4(i  — i)  -  6^B(<~0 

rfB(»-») 


ia8 


•—  [a(t  — i)  4-'o]  û' 


]S(6>s:— m'a/i'.< 


4 


[8(i— i)«-.a4(i— i)»— 4(»— il  +t  a8]  B0-»> 
e.cV\4.£4(i^i).-^a4(i-i)  4- a] « ^^^^^"'^ 


64 


(io 


df»BO-«) 


-Ui^y)  +  81  «•     ^^,    .  -  n» 


€/3B(»-«) 


[8(i  —  a)»4-  6(i  -  a)»—  45(î  —  a)  —  5o]  BC^-J) 


ia8 


T« 


En  9'aj^aqt  ?£9^râ  pwfni  Iqs  terme»  d^fMidatts  de 
U  qivatnèaie  puiss^nç^  d^s  iocliqiâsQBS  qu'à  ceux  qui 
peuvent  donner  mr  leur  4^velof)f)ieni6Dt  des  tennfs 
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de  l'espèce  de  ceux  dont  nous  nous  occupons ,  on  a 

R=H j^g— x42C<»-»)co8[i(«'£  — /i«4.f'  — i)-H4n«-h4i  —  4n]. 

Cette  fonction  étant  développée,  en  s'arrétant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,  donnera 

R  =  N(«)  cos  li{nt  —  nt  -f-  s'  —  •)  4-  3/i«  +  3i  +  »  —  4n] 
4-  1N<9)  cos  [î  {n't  —  «^  +  f'  —  f)  -I-  3nt  +  3f  +  •'—  4n], 

en  supposant 

N<«)  =      -^^^  ex4  [a  (,  -  5)  CO-0  -  a  -^^  J, 

En  réunissant  les  parties  de  la  valeur  de  R  que  tious 
venons  de  déterminer  à  celles  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités ,  on  aura  tous  les  termes  de 
cette  fonction  tlu  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue ,  à  cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  i  doit 
s'étendre  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y  compris  zéro;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  Texpression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m  et  m'  dont  on  a  considéré  l'ac- 
tion réciproque. 


48 


V5 


me 
*384 


M(s>: 


■* 


64 


ia8 


/--/4 


met 


M(4>=^ 


m 


Vc'* 


384 
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+|;-  3(£_,)«-46(i-0  4-,3o]  a»  "^  ^J, 

L—3a(i— i)»  4-56(1— i)<—!M)(î—i)»+4(i.i)*]A('-«), 
f     i6(i-i)4-f-ao(*— i)î--64(i— i)"  l     ^A(<-') 

<f«A(*-o| 


!»'«•</»  /+  [    i6{«— i)ï— 68(î-i)«-.ii(î— i)-^69]a« 


da* 


1+  [-.  8(i-i)«— i3(i— i)  +6i]a» 
_._r        r      N_i_«:T     i*'*A<«-')^    -  <i«Aa-«) 

[-3îi{»-i)s+i6(i— i)4+i8(i— i)*-9(î-.0«]A(«-«>, 


ï«W7+[    i6(i— i)ï— 3a(i-.i)*]a* 


^«A<<-'> 
da* 


da 


l+C-  8(i-.)>-.  8(i-i)]a3  l^i_? 
-f  [-  a(«-i)  +  5]  «4  -g~^  +  ««  -j— - 

)_,a4(i-i)*-3îi(i-îi)  p'     '       ^\ 

f—  ,6{i— a)4—    4(t— a)ï+i4o(i— a)»  1     <fA<<-») 
|"*"|+,36(i— a)  —  i6  J* 

H-  C    i6(i— 3)*-*-ioa(i-i)»4-76(î-a)— i5a]a 


£Î'A(i-«> 


da 
d»A(i-») 

da^~ 


da* 

,  d»A(«— ) 


'+  [     8(i— a)*—    7(î— a)-.io8]a» 
v+  [-  a{i-a)  -  ao]  «4  — g-^-^j 

f-  95(*-a)«-336(i-a)4-39o(î^a)n 
t-.74(i-a)«-a4i(«-a)  J^' 

f—  48(1—2)4—  a4(i— 2)3+aa5(i— a)«  ]     ^A^) 
1+147(1-2)  +90  J  "*     Al      I 

+[    48(i-a)>-Hi28(i-2)»-498(i.a)+i4fl«»-'-^ 
f+[    a4(i^a)»-.    6(t-a)+io5]  a»      ^3 
.+[-  6(i-a)  +  33]a4  l^L. J  +  3a» 2^^, 


M(5>  = 


dét'i 


"384" 
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\  4.4330-3)»  H-^î  35(/-3)  J  ^      ' 

f      |6(*— 3)4+  3u(i— 3)î— n3(i— 3)»(  <fA('-n 

I     l-a89(£-3)  — 156  r     «/«     I 


4-C— i6(i-3)'— i92(«-3)»--376(i-3)-3]fl- 


if»A(i-î) 


^tf' 


'+[-32(1-3)'-  C40-3)  +  81]  aï  ^}r-     . 


Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

ceux  du  troisième  ordre. 


16.  Soit 


R  =  MO 

cos 

[i  [n't 

— . 

ni  -J-  *' 

4-  M(0 

cos 

[}{n't 

— 

««  -*-  % 

4-  MCO 

cos 

[i(»'/ 

-^ 

nt  -h  / 

+  M(3) 

cos 

\i{n't 

— 

nt  -f-  i' 

-f-  M(*) 

cos 

[.(/l't 

— 

nt  4-  •' 

4-  M<«> 

cos 

['•(«'« 

— 

nf  +  t' 

on  aura 

M(*)  = 


7C8 


•)  4-  3/it  4-  ai  4-  »'  —  4a»] 

«)  4-  3/i«  -f-  3f  —  3»] 

•)  4-  3rt«  4.  3«  —  »'  —  a»  ] 

•)  4-  3/it  4-  3i  —  W-T  •] 

f)  +  3/i«  4"  3i  —  3»'] 

1)  +  3/iï  *f-  3«  —  4»'  •+•  •»]. 


r-32(i4-0'H^a56(/^-i)4-686(i4-i)^^...^. 

l4^g5(t4-,)«— ao6(*4-i)  i 

r—  48(i4-i)<-M8o(t4-i)'— SiSCi-hO»)    </A(i-*-0 

■^14.394(1+1)  —128  /**      lifl      I 

J«A<«-*-0 


£^a* 


+[— i6(i+i)54j6o(t+i)»— 94(i4.i)4-8o]a« 

'+[+  8(i+i)«-M(t4-i)]a^  --^1t- 
,+[+  6(t+i)  —  7]  «4  — :5-: f-tf» 


da^ 


da^ 
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vï 


M<')=^ 


me 
■768 


+[—  48t4+  aSoiï—  5491»+  46ot  —  i35]  a  -g-^ 

</*A<0 
l^.[-.  ,61-34.  84*»—  i6oi  -h  io8]a» 


</«* 


d3A(0 


l-f-C       81--     6i-i8]a3     ^^^ 

4.£     61  -  4]  «*  -^3^  -^  «' 


C    3ai8 
4-1    48i4 


da^ 


laoi*  4-  io4i^]  A(») 

dAO) 


^m'eîe'«  74.  [     ;6iî 

)-f-  [-  8*' 
.+  [-6*    - 


da 
J'A(') 


io8i»  +    36j«  ]  a 
4Qi*  4-    46/]  «» 

,    ,  d^ACO        ,  €f*A(0 
2]  rt*  — T^ a' 


<2a4 


^«» 


m'e^e 


MW=i 


+ 


mWî 
ia8"' 


.  -.3îi(i-i)»-hio4(i-i)<-68(i-!)'  1  ^^,^,j 
l— ao(/ — 1)»4-  3a(i— i)  j 

'l— 3R(,-— ,) -f.  3a  J**     t/a 

4[_,6,i-.i)3-|-66(i--i)»--43(i-.i)--ao]fl>^^*r^ 

!+[      8(i-i)»4-25(/^i)  -ia]  «;•      ^^3    - 
^4.[     6(1-1)  4-5]«4-_-^-^S--^^.^, 

#-.3a(i-.)»-i6(£-.,)4+5o(i-,)ï>^^.^,^ 

t-f-*^i(t— 1)"4-  5(i— i)  y 

<i»  AO-  0 


3(i— i)  — la 
4-[— ,6(i— i)î-fa4(i— i)»-f4o(i— 1)— i5]a« 


rfa" 


'+[      8(£~i)*+4o('-'OH-«0«" 


d^AO-O 


^4-[      6(1—1)  -hii^a*  — 2^ hû* 


da^ 

rf5A(i-0 


rffl* 


J 


M(3M 


lU. — lA^. 
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+ 


wfe^^* 


ia8 
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"Wi46(i->> -h  3a  /"* 


Si 


da 


<ia4 


<ia« 


r     48(i— a)4Hbia(i— a]f»— 91(1— si)>i     <^A(»~0 
'■*"\-.,9(i_a) -f3o  /"*     €/a 

+[    ,6(,-a)3-.48{i-a).^i  ia(i-.)  -.,3]«.^|î*^^ 


'+[—  8(1— a)»— 56(i— a)  —  45]  a» 


^X<«-'X 


-Ht-.  6(£-3j  -,4lfa4  ^^^-«^ 


da* 


76»  " 


MC4)=< 


19a 


\ 


c        3a(i-3)»-fa88(.-3)4+9a6(i-3)3  > 
l4.,3i7(i-3)«+858{E-3)  +a43  / 

^      4e(^3)4u|-344(£^3)8t^4tii(^i-^Y  rfAtf-^)>i 
1     14-  4i6(i— 3;  —  i3>  1^    4* 

4-[    i6(i-3)î4-  xa(*-3)«— 3a6(fc-3)-6i8]a«îî^^^^ 

rfsAC'-S) 
4.[_  8(i^3)«-id3(t-3>  -  aiS^a'  -^-^^ 

.   .r       «/•     ON         .    n     ,  #i4A(^-3)  dïAC'-3) 


rfû« 


«**i 


f-  3a(i-3)»-i68(i--3)4-.26o{i-3)3 ^ 

r-  48(£-3)4-i88(i-3)3-  9g(.-^31' y  .f/ÀV-^li 
pi H-a3a(/— 3)  4-i56  J         é/a     | 

-4*f-,6(t^3)ï-f^3oC^— 3)*4-3D5(t-3)4-3*i<]rf-^^^^- 
^-fC     «(H-.3)^H^7(t-3)-MS^ if  flî  ^^^ 
.+[      o(i^3}  4-a3]  «4 . — ---_-_  ^flS 


da*^ 


4.. 
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plus  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des  coefficiens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à  représenter  la  fonction,  qu'on  veut  déve- 
lopper ,  quelle  qu'elle  sôît ,  par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefEciens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle, ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée ,  et  en  comparant  dans  cba^ 
que  membre  de  l'équation  résultante  les  coefficiens 
des  mêmes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d'équa- 
tions de  condition  suffisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefficiens  inconnus* 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficietis  de  la  série , 
c'est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n^  49  ^^ 
livre  il  ;  mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres  font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions ,  et  qu*il  est  d'autant, 
plus  utile  d'indiquer  ici ,  que  ce  procédé  peut  s'étendre 
à  des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d'une  ap- 
plication très  avantageuse  à  la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S  =  (i  — 2  a  cos  ^-j-ct»)  et 
suivant  la  notation  usitée ,  soit  : 

S—  =  7  b]^^  -f-  h^'^  cos  ^  +  b^"^  cos  Q^ -f  b^J^  cos  i>  4.  etci 

Il  s'agit  de  déterminer  les  différens  coefficiens  i/*\ 
^/*>,  i/»^,  etc.  Or  chacun  de  ces  coefficiens  peut  s'ex- 
primer d'une  manière  très  simple  par  le  moyen  d'une 
intégrale  définie ,  et  on  aura  généralement  : 
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w 


L'intégrale  étant  prise  depuis  ^=o  jusqu'à  ^  =  2*;t, 
en  désignant  par  7r  la  demi*circonférencQ  dont  le 
rayon  est  l'unité. 

En  eflfet,  i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques y  il  est  aisé  de  voir  que  l'intégrale y2/(p  cos  /^ 
cos  i'(p,  prise  entre  ces  limites,  se  réduit  à  zéro 
pour  toutes  les  valeurs  de  H  différentes  de  z,  puis* 
qu'on  a 

/  c/f  cos  i>  cos  «>  i*a  '  / d^, [cos  («  -h  »') ♦  +  co» (*'  —  0  >]» 

d^  cos  n^sOy  n  étant  ua  nombre  entiw 

quelconque  différent  de  zéro.  Si  l'on  multiplie  donc 
par  Ç09  ip  dp  la  fonction  S""'  ou  chacuti  des  termes  de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu'on  intègre  l'équation 
résultante  depuis  ^  =  o  jusqu  a  ^  =:t:  ^^tt  ,  on  aura 

Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuls^  et  son  intégration  étant  effectuée»  on  tiVQUYCsra 
pour  déterminer  b^^  la  formule  (a). 

Cela  posé  d'après  la  valeur  de  S  ,  il  est  aisé  de  voir 
que  l'on  2^ 

iâ^  cos  lA         .  sin  (^        i*s  sin  ^  sin  îa  Ja 

équation  d'où  l'on  tire  : 

id^ coh i^U-h  ti*\       ,  sin'i^       aiW^  cos* cosi^   ^  3($— i)«<Ai^  si4«-sim> 
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ou  bien 

Si  l'on  int^re  màiotenaut  cette  équation  depuis 

^=0  jusqu  a  (p^=27r  et  quon  i^eniarque  que  -j—^  est 

nul  entre  ces  limites ,  on  au^a  6n  vertu  de  l'éqna-» 
tion  (a) 

Formule  analogue  à  la  formule  (a)  que  nous  avons 
obtenue  d'une  autre  manière  dans  le  n*  4g  du 
livre  I,  et  qui  exprime  ^  rV^'ation  qui  exif^ç  eplre 
les  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  série  S""'. 

On  peut,  au  moyen  de  cette  formule  ,  calculer  un 
coefficient  quelconque  Z>/'***'^  du  développement  de 
la  fonction  S""  au  moyen  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  b,^^  et  è/*"'^  en  sorte  que  le  calcul  de 
tous  les  termes  est  ainsi  réduit  à  celui  des  deux  pre-^ 
miers  coefficiens  A/**^  et  è/'\  Cependant,  lorsque  et  est 
une  quantité  peu  cpnsidérahle ,  la  formule  precédehie 
peut  devenir  défectueuse ,  parce  qu^alors  les  coêffir 
cieas  b,^*^,  bp^^  etc.,  étant  les  difFérenoes  de  deu» 
uomhi'es  qui  diffèrent  très  peu  entre  e\\x ,  ne^  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  eufi^sante  par  \e% 
tables  de  logarithmes  ordinaires;  l'erreur  se*  midi^ 
tiplie  dans  le  caldiil  des  termes  j>nivans ,  dç^  ii!^anièce 
que  les  r^uUats  devienoent  de  plus  efi  plus  inexacts, 
et  qu'on  finit  même  par  arriver  à  des  différences  ne^ 
gatiyes,  tandis  qu'au  contraire  tous  les  coefficiens 
^/'^  ^/^^'^  etc.,  sont  nécessairement  positifs.  Ce  cas 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Met^-* 
cure  f  dans  celle  de  la  Terre  troublée  par  Vénus , 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a  étant  une  petite 
quantité,  on  est  obligé  par  quelque  -  cirGanstance 
particulière  de  calculer  les  coefficiens  b^}  d'un  ordre 
uû  peu  élevé.  Il  faut  alors ,  pour  déterminer  cha- 
cun des  coefficiens  by^f  recourir  au*  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  à  déterminer  les  deux  premiers  coeffi- 
ciens b^^  et  by^.  Ainsi  ^  d'après  le  n*  5o  du  livre  II, 
on  aura  ici 

Si  Ton  développe  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  et  qu'après  avoir  substittlé  2  coà  i^  à  la  place 

de  ^'*'* '^ *"'-(- c'^*^~'  dans  le  second  membre,  on  com- 
pare les  coefficiens  des  mêmes  cosinus  y  on  trouvera 
généralement 

*  i.a.i...<  \       j  14-1  i.a    i-j-r    i-f-a  J- v*' 

Cette  série  devient  très  convergente  à  cause  de  la 
petitesse  de  et ,  et  Ton  pourra  se  borner  à  en  calculer 
quelques  termes  ;  elle  fait  voir  que  cl  étant  nécessai- 
rement positif,  les  cofficiens  bp  seront  aussi  tous 
positifs.  On  pourra  sans  inconvénient  se  bornera  cal- 
èulep  directement  par  ces  séries  les  coefficiens  alter-^ 
natifs  by^f  b^^j  i/^,  etc. ,  et  calculer  les  coefficiens 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (t)  qui 
devient  alai*s  d'un  usage  également  sûr,  soît  que  a 
diflere  peu  de  l'unité,  soit  que  ce  soit  i^ne  très  petite 
quantités 
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19.  CoasidérOQS  maintenant  les  formules  qui  servent 

a  déduire  les  coeJ(ficiens  du  déyeloppement  de  S""  en 

série  de  ceux  de  la  série  S*"""*,  et  réciproquement. 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

Supposons  de  même 

Par  la  formule  (a)  on  aura 

54-1         ^J  o  y^'  .  ^    ^ 

Or,  l'équation  (a)  donne,  en  l'intégrant  depuis  (p:=:o 
jusqu'à  <p=  2^  et  en  observant  que  ^î^;^  s'évanouit 
entre  ces  limites , 

0         S*         Jo  S'+'  /o  s-+«  ' 

on  aura  donc  en  vertu  des  formules  (a)  et  (c) 

En  faisant  successivement  ê  =  i ,  /=:2,  etc.,  cette 
fomiule    donnera    très    simplement    les   coeiBciens 

bs  f  f>l  y  etc. ,  lorsque  les  coefficîens  è,^.„  ^,4.1»  etc*^ 

seront  cfonnus.  Quant  à  la  valeur  de  h^^  on  obser- 
vera  que  l'on  a  S""'  5=  (i  —  ntt  cos  ^  +  a*)  S""*^%  en 
remplaçant  S"'  et  S""'""'  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé- 

TOME  III.  5 
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pendans  de  ^  on  trouve  : 

Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coeiHciens 
du  développement  de  S*"""*  au  moyen  de  ceux  du 
développement  de  S""'  supposés  connus  ^  de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (2)  donne 

é"" = ^4-.  r*^'"' -  *^'*'n 

D  ailleurs  y   en   changeant  s  en  j+ i   dans  la  for- 
mule (i),  on  a 

Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour  6^  . , 

et  hlj^  j  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  trouve 

4V)Rà  Ton  tire 


^<o    _ 


(i-f.tf«)  (i^*)V;^  — ad(î  — 5  +  »)*^**"^ 


(5) 


a>  (i  ^  y)  3;^  ->.  (i^  5  -f- 1)  (1-4- 1»»)  5; 


*— » 
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et  par  siinle 


(6) 


Ces  fbrmnîes  déterminent  les  divers  coefBcîens 
de  S""'  au  moyen  de  ceux  de  S""'""*  ;  quoique  très  sim- 
ples ,  elles  sont  plus  compliquées  que  les  foimules 
inverses  (4)-  U  y  aurait  donc^  sous  ce  rapport,  de 
ravantâgef   à   commencer    par   calculer   les   coeffi- 

ciens  b  _^^  ^  b   ,^  ,  etc. ,  et  à  en  déduire  ensuite  les 

ooeiBciens  b^  ,  b,  ,  etc.  Mais  dans   la   théorie  des 

planètes  on  e^  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  de  la  fonction  S^'  que  celui  de  la 
fbnctioi^  g-»~i .  il  fauff  donc  renoncer  à  faire  usage 
des   formules  (4)>  si  ce  n'est  comme  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeurs  de  b^  ,  i^        etc., 

^IVi  '  ^^-4-1  '  ^*^'  '  calculées  par  d^autres  fett^mufes. 

11  est  aisé  d'étendre  les  résultats  précédens  au  déve- 
loppement d'une  puissance  quelconque  S^*^^  de  S. 
En  vertu  des  formules  (5)  les  coefficiens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  au^. 
moyen  des  coefficiens  du  développement  de  la  puis- 
sance S""*""*"*"'  qui  la  précède  immédiatement;  en 
sorte  que  le  développement  Sr'  fera  caunaitre  celui 
des  puissances  S""'""*.,  S~^""%  S"^""^,  etc. 

:20«  Déterminons  maintenant  les  différences  succès- 

$ive&<}e  b'I  ,  f>,^^,  clfi,,  par  rapport  à  a.  En  différen- 

5.. 
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tiant  relativement  ^  cette  quantité  la  formule 

,  (i)  _  I      Pd^  cot  If 

on  trouvera 

dm,  ^    J      S"»"      ^       ^       ^       jrLj  «-^• 

Et  par  conséquent^  en  vertu  de  la  formule  (c), 

formule  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (D} 
du  n°  53  ,  livre  IL 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 

leur  de  —A"  9   au   moyen   des  valeurs   de    ^ JL / , 

b^^]^^  et  *^/  ,  qui  se  rapportent  à  la  fonction  S"*'""'; 

mais  on  peut  l'obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  e£fet ,  en  substituant  pour 

^f+1 9   bs^i  9   ^l+\  f  ïe^rs  valeurs  données  par  les 

formules  (5) ,  on  trouve  après  les  réductions  néces- 
saires 

Cette  formule  déterminera     /-au  moyen  des  trois 


I 

] 
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quantités  o^       ,  ^^   et 6^        supposées  connues,  en 

substituant  pour b^^  sa  valeur  donnée  par  1  equa^ 
tîon  (i)  en  fonction  de  b^'}  et  A^*"*"*\  on  aiirait  une 

formule  analogue  à  la  formule  (D)  du  n*»  5a  du 
livre  II ,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

^s  ^^  ^8  ;  ™^î^  1^  précédente  étant  plus  simple  , 
elle  sera  d'une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  différentiant  par  rapport  à  a ,  on 

aurait  les  différences  successives-;^^  ,  "d^lT'*  ^*^'  * 

mais  il  y  a  sur  l'usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à  fai|e.  Elles  font  dépendre  la  déter- 

mination  de  -^  de  la  quantité  b^      ,  celle  de  — U 

de  b^      ,  et  ainsi  de  suite.  Or^  comme  la  différence 

n^^*  de  fcy  contient  la  quantité  — 'aZT^^  *1  ^^  résulte 
que  cette  différence   dépendra  de  la  quantité  Ifi"^^. 

Par  conséquent^  pour  avoir -j~,  on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu'à  é^'"^")  le  calcul  des  quantités  b^  p 
b^  ,  etc.  Pour  éviter  cette  opération^  qui  devient 
inutile  lorsqu'on  n'a  besoin  que  des  quantités  b^  » 

*     ,  . . . .  ^j  ^  et  de  leurs  n  premières  différences , 


••».\r**^^        -  jB» 


i>««»*r    *»  *»  *  *<tVN*. 
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W  subfttiiHiera  «dans  4 -équation  (8)  pour  6^      sai  fia*- 
leur  f  pu  aura  airxsi 


db^''> 


équation  qui  resuite  d'ailleurs    de  la  formula  (D) 
n^  52, livre  II,  en  y  dhangeant  i  en  —  /. 

*Sî  pour  plus  de  simplicité  on  met  cêtle  équation 


«    y    * 


let  qu'on  la  difféeentie  ensuite  ,  elle  fera  connaître 

•  •  •'  *\  • 

lés   valeurs    dès   différences  swrcessives  da  5    ,  au 

mpyen  de  celles  des  quantités  b  et  b^  supposées 
connue^l  let  comme  Ja  détermination  de  ces  valeurs 

ne  dép.end  que  de  celles  de  b^^  et  ftj  ,  il  ne  mous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  "k  déteir- 
mînçr.  M^is  îa  foroTU^le  précédente  se  complique  à 

ipQes.ure^que  l'on  .considère  les  différences  de  h^  d'un 

ordre  plus  élevé ,  il  est  donc  utile  de  chercher  des 
fprmulQS  qui  puissent  s'adapter  plus  facilement  ai|x 
calculs  numériques. 
lJ'éqnâlkm>(2)idQaa0;0tt>Ia^diff&^mij^     . 

»  •  .  ■       .  .  w .   ,  j     . 

d!pw»,  en /$)[i))&ti tuant  po^r  -j^  sa  valeur  (9) ,  on  t»i^ 
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dfi 


0-0 


db 


M^t^ 


<i+«) 


.  M 


(i -  0  ^:r;' +('+0*:;;' -  a***:;. 


à» 


Comnie  Texposant  s  n  entre  pas  dans  cette  équa- 
tion ,  on  aura  de  même 


âH 


.     (lO) 


L  usage  de  cette  formule  n'est  sujet  è  aucun  incon- 
vénient^ et  en  la  difTérentiant  on  trouvera  succes- 
sivement 


rf.iy->  d.i<^^>  , 


dA* 


dtn 


d^b^*"^    d»^J'+'> 


,(••♦•■). 


« 


d-t^**'*    .  dA«" 


r.*« 


<<«* 


<{«> 


it4AÎ'^'>    d44<'+'> 


<}>& 

~d: 


(0 


etc. 


La  loi  do  ces  formules  est  évidente ,  et  Tob  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra  ;  elles  donne- 
ront très  simplement  les  v<ileurs  des  différçQces  $|ic-^ 

cessives  d'un  coefficient  quelconque  b]  ^  lorsque  les 

différences  des  deux   premiei*s  coefficiens  o^  et  o^ 

seront  connues. 

Or^  en  faisant  successivement  i  =  o  et  i=sr  dans 
l'équation  (9) ,  on  trouve 


1» 


v>*. 
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dA  I— ««  '^» 

c^^^'^  _  ^^bf  4-  [  (a.  - 1)  ^»  ■-  I]  b^^ 


(i^) 


d'où  Ton  tire 


db^""^        db^'^ 


'  •  #  * 


Ea  diffërentiant  cette  expression ,  on  trouve 
^  *      ^      * 

En  combinant  epsemble  ces  <|uatre  équatîonsi  ^  oi| 
formera  les  deux  suivantes  : 

Ces  forpaules  serviront  à  déterminer  directement 

la  différence  du  second  ordre  ^-î-par  le  moyen  de  la 
quantité  h^    et  de  sa  différence  première^  et  l'on  aura 

de  même  le  coefficient  --^  ,  quand  les  deux  quaa-» 


rf*('j 


.(>) 


titës  -^ —  et  b^    seront  connues. 


~    -    ■*       «4  *    -^ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  73 

En  diffërentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  for- 
mera les  différences  successives  de  b^  et  de  b^  ; 
on  obtient  de  cette  manière 


tU}         «(1—*»)        </«»  ^~      I  — «•    "'    J<t      «(i  — *')*  • 


«te; 


I— *•       '    ^«     '  «(1— «•)*  •  ' 


<•) 


.<•> 


(0 


f!*i_ _(4f±lO«!-5  <'*^^4i«-f-a844-!iS  ^^^.    .  T6j«-h3^^4-i2 


rf«5<'> 


cic. 


«(1— «•)    *   «U< 


!-*•         •    ^>     '       *(l— *•)      •    rf«« 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
Ton  voudra,  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b^  et  de  b]  d'un  ordre  quelconque ,  au 

iQoyea  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im- 
médiatement. 

On  pourrait  d  ailleurs  se  borner  à  calculer  ces  der- 
nières formules,  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b^  de  celles  de  b^ ,  par  le 
mojren  des  formules  suivantes  : 


04) 


»i>  • 
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etc.    y 

équations  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peut  encore  par  la  Coml>inaisou  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d'autres  propres 
à  calculer  les  quantités  A/*^,  b^^y  etc. ,  et  leurs  diffé- 
rences successives  ;  c'est  au  calculateur  à  choisir  dans 
dbtaque  cas  celles  dont  l'usage  lui  paraîtra  le  plus 
avantageux: 

Enfin  9  si  l'on  était  obligé  de  calculer  à  la  fois  et 
av^  ua  même  degré  de  précisiQu  1^  coeffideas  des 
d^ux  séries  S"^  et  S"""~',  on  pourrait  déterminer 
d'une  manière  très  simple  les  diflférences  successives 

des  quantités  ^^  ,  6^  ,  etc.,  que   l'on   aurait  soin, 

dans  ce  cas^  de  calculer  les  premières.  En  effet >  la 
formule  (9)  donne  9  en  différentiant^ 

-3^?=#  (  — fti.  4.  -J+JL  -  a*--i±i  -  iib^i  ).       (i5) 

dcL*  \    d0L  da  4*  '+V  ^    ' 

Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  ^  en  ^  -f-  ^  ; 


•vy 


-•  *» 
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et  '^ptVmsmte  à  la  fdaoe  de  (  do  substitue  successive^ 

rneol:  î-h  j  et  — i^  en  ohservawl  <|«e  *,|j]*   »s  6^^  » 
OQ  aura  les  deux  suivantes  : 

Si  Ton  retranche  la  seconde  de  la  première^  après 
ravoirmultiplioe  par  tf ^  on  trouvera,  toute  réduc- 
tion faîte ,  cette  formule  très  simple 

QQ  .aurait  semhlablement 

'<jdike  £brBrale  dérivé  d',ailleurs  de  la  précédente^  en 
y  changeant  i  en  — i.  La  différence  de  ces  deus  équa«- 
tions  donne  la  formule  (lo);  en  les  ajoutant  on 
trouve 

J*  dàL  <U  "«^    ^  '   #+i  ^      et       •+»  «       *+« 

La  formule  05)  devient  ainsi 

En  suivant  le  même  pracédé ,  on  déterminera  par 
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des  formules  très  simples  les  différences  snecesaives 

de  b,  ,  au  moyeu  des  quantités  b^'^] ,  è^'^, ,  J^T, 

supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  ^  =  ^ ,  les  équations  (9) 
et  (16)  deviennent 

Les  formules  précédentes,  ainsi  que  les  formu- 
les (i  i)  ^  sont  sujettes  à  quelques  inconvénieos  lors- 
que et  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d'exception  du  n*  1 8 1  et  au  lien 
d'employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  b^    par  le 

moyen  des  séries.  En  effet,  si  pour  plus  de  simpli- 
cité on  fait 

W*  a=  a  .»        •  '"  »  1=1».— îrr — 

i.a.i..  .1  i.'i-4-  I 

*-f-i«J-+"«  +  i  5-4- a.s-f-»4'a 

''  =  "•" ÎTfl •  '  =  '""'' 3.t  +  3        • 

etc., 

la  formule  (m)  donnera 
et  en  différentiant  on  aura 


fy  ^  ,• 
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— i-  =  im*'-»  -♦•  («  +  a)  ««'+«  +  (i  +  4)>**+»  +  (*  +•  6)  7«'+»  +  etc. , 

—l-aB  £  (i  — 1)  !»«*-•+  (i  +1)  («  -f  a)  »*'  -h  (i  4-  3)  (i  -f-  4)  p«*+* 

,  +  (*  4-'&)  (*  +  6)  7«'+* -»- cic. , 

^=  i  (i—i)  (i-^)iit*'-J4^  (î  +0  (i+aW<--Ki+i)  (i+3)  (i-f4)  f»-*-» 

+  {i  +  4)  (»  +  5)  (i  +6)  7««+t  +  etc., 
etc. 

On  pourra  donc  déterminer  les  différences  succes- 
sives de  by^  par  ces  séries ,  qui  seront  très  conver- 
gentes si  et  est  une  petite  quantité ,  et  dont  le  calcul 
sera  facile  à  cause  de  la  répétition  des  mêmes  coeffi- 
ciens  m,  n,  p,  etc. 

2 1  •  Dans  les  applications  des  formules  précédentes  à 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  ^=:  7;  nous  allons  rassembler^  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques ,  les  formules  rela- 
tives à  ce  cas. 

Les  deux  quantités  bt^  ,  b^  étant  connues,  on  aura 
b,    ,  ô,    ,  etc. ,  par  la  formule 

i  % 

m 

î       ""  (»i-hi)« 

applicable  toutes  les  fois  que  a  ne  sera  pas  une  très 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (m),  en  y  fai- 
sant j  =  7y  donnera 

,<«)         i.3.5...ai— 1  /  ,^i    ai  4-1      . .    .   i    3    a£4-i    «4-3     ... 
i  3.4.6. ..ai      Va    a*4-a  ^a    4    ai-f-a    ai-4-4 

I  3  5    ai4-i  -ai  4- 3    ai4-5    i^*..,^  "N 
a  4  6   ai4*a    ai 4-4    «4-^  y 
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Connaissant  6 ^  ,  bj^  ,  b^  ,  etc.,  on  déterminera 
bs   ,  bs  9  63   ,  etc. ,  par  la  formule 

»  »  â  * 

ou  bien  par  les  deux  formules  sut  vantes ,  plus  eom- 
modes  pour  les  calculs  numériques , 

Les  diflFërences  successives  de  A?\  i^,  etc.  ,;s'ol>- 
tiendront  parles  formules  (10)  et  (  1 1),  dès^qu^oa  connaî- 
tra les  dîflfâpences  successives  de  *f^  ô?\  et  Ton  aura 
celles-ci  par  les  formules  suivantes  : 

dbi  «Ai     —A, 


a ft  • 


9 


(o)  «'t'.i  aoi 

,   .<*)  <0  (o) 

,  ^)  ^'H  d^/       dêV 

(O)  ^<*1  €/»iS..  d»&l 

«te.  ; 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  7g 


dbi  dht 

L-s-i L- 

aro\ 


du 
d*b 


1              f  d*hi         dbi      I 
i  -2!   I   S L-  I 

i*  êL    \  dm.^  dét   J* 

d^bi  1  d^bi  '  d^èt      \ 

Y    —  *    I  «  î»         â      I 

d*4  ''i'V"3îï     ^lûrj' 


£U4 

etc. 


En  diffërentiant  les  équations  (17),  on  aura  pour 
déterminer  les  différences  successires  de  bl  ^  ^^ ,  etc. , 

•  m 

au  moyen  de  celles  de  h, y  h,^  ,  etc* ,  supposées  con*- 
nues,  les  formules  suivantes  : 


dif       dh 
dm  dût 


à 


'.•?  f  .    ,      ^  l   db\  dbi  I  ^    -^. 

»*3        d»fcs  .    .        t  d*bi         d*bi  I 

¥    .  >       ='*  "^  M    «  •         I 

dW*  A»»  (!—«)•  V  <i*»  dit*     J 

î_  ,  • j_  ^i^'i  I         j- x_^   I 


«te. 
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4 


if« 


<2 


^^J2ï «+i  (^-n  /'H    ) 

.'     I    db±         dbi        \  ..^        ^^  ^ 


ecc 


On  peut  aussi  calculer  directement  les  différences 
successives  de  b^  y  bs  y  etc.  ^  au  moyen  des  formu- 


les (12),  (i3)et(i4)^  dans  lesquelles  on  fera  ^s=s|. 

Enfin,  si  l'on  suppose  ^  =;  7  dans  les  formules  (5) 
et  (6) ,  on  aura 

m      (i-f-«')(3i-+-3)!»i   — a*(ii— !)&< 

I  3(1- «^). 

ou  bien 

f  s  3(1-.)»  ' 

»  «  3  (i  -+-  *)» 

On  déterminera   au  moyen  de  ces  formules  les 
quantités  bf^   ,   b^   ,  etc. ,  loi^que  les  quantités  bs  / 
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» 

bs   9  etc.  y   seront  connues;  et  en  différentiant  ces 

mêmes  équations ,  on  aura  les  différences  successives 
des  premières  quantités  en  fonction  des  difierences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (ii), 
dans  lesquelles  on  fera  ^  =  4. 

Ces  formules  sont  celles  dont  l'emploi  ma  paru 
le  plus  simple  dans  les  applications  numériques;  elles 
ramèneront ,  comme  on  voit ,  les  déterminations  des 

quantités 6,    6_^  ,  etc.  6^  ,  b;^  ,  63  y  etc.,  0^,0^    , 

ft  a  T  ï^  a  a  a 

65  ,  etc. ,  et  de  leurs  différences  successives  à  celles 

a 

des  quantités  b^   et  b^^  ,  il  ne  reste  donc  plus  que 

ces  deux  quantités  à  déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n*  5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y  parve- 
.  nir  par  le  moyen  des  séries  ;  ce  moyen  est  celui  qui 
se  présente  d'abord  :  cependant  il  est  plus  expéditif  et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d'employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l'application  qu'on  en  doit  faire  à  la  déter- 
mination des  deux  quantités  dont  il  s'agit,  nous  don- 
nerons ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions ,  dont  Tusage  est  devenu  presque  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu'a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l'analyse  dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

Di2.  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  les  intégrales  peu- 
vent s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 

Tome  III.  6 
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rVdx 
dans  la  Formule  /  77c ,  où  P  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  a: ,  et  R  un  polynôme  en  x  du  qua- 
trième degré. 

Toute  fonction  de  cette  espèce  peut  se  ramener 
par  des   transformations   très    simples   à  la   forme 

•y=====  ,  où  Q  est  une  fonction  de  degré  psiv 

de  sin  ^ ,  et  c  une  quantité  plus  petite  que  Tunité. 
II  suffira  y  pour  cela,  dans  la  plupart  des  cas,  de  faire 

X  =  \/ r>  .  T^  ■">  ^  €*  ^^  déterminer  convenable- 

V  C  -^  D  sin*^ 

ment  les  coefficiens  constans  A ,  B ,  C  et  D. 

Maintenant,  quelque  soit  Q,  pourvu  que  ce  soit  une 
fonction  rationneUe  de  sin*^,  on  démontre  fort  ai-* 

sèment  que  l'intégrale  /  w    ^  ,  ==f^  peut  se  réduire 

I*.  à  une  partie  algébrique,  3*  à  une  suite  de  trans- 
cendantes comprises  sous  la  forme  générale , 

J  cT^'  sin' ^  •  ^/7=^?s'b;^^' 

où  Â^ ,  B^ ,  C  et  D'  sont  des  coefficiens  constans, 
réels  ou  imaginaires  (^). 

Or,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aisé  de 
s'en  convaincre ,  peut  s'écrire  ainsi  : 

(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  n»  8. 


J 
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De  là  la  division  des  fonctions  elliptiques  en  trois 
espèce^;  distinctes^  auxquelles  on  peut  ramener  toutes 
les  autres  transcendantes  du  même  genre.  Ces  trois 
classes  se  jïomment  fonctions  elliptiques  de  première  , 
seconde  et  troisième  espèce ,  et  Ton  désigne  d'ordi-r 
iiaire  ces  fonctions  par  les  symboles  respectifs 
F(c,  (p) ,  E(c,  ç)  ,  n(c,  a,(p),  en  faisant 

F(c,(p)=   f—^ÉL==, 

F(c,(p)  =  fd^  V/i— c'sin-^  , 

d(p 


n(c,a,(p)=  A— — : 

J   (l  +  a  SI 


ces  intégrales  étant  supposées  s'évanouir  quand  (p=Oy 
et  leur  éteiidue  dépendant  de  la  valeur  qu^on  assigne 
à  cet  angle. 

La  variable  (p  se  nomme  Yamplitude  de  la  fonction, 
la  constante  c,  toujours  moindre  que  l'unité,  sap* 
pelle  le  module  ;  enfin  la  constante  a ,  qui  n'entre 
que  dans  la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire, 
se  nomme  le  paramètre. 

La  fonction  de  seconde  espèce  E(c,(p)  représente , 
comme  on  sait,  un  arc  d'ellipse,  et  l'on  a  donné 
généralement  le   nom  de  fonctions  elliptiques  aux 

tra¥isoçnd;int  es  comprises  dans  la  for  mule  I  ^  _^  ^ .  -;-, 

parce  que  les  ares  d'ellipse  s'y  trouvent  compris ,  bien 
que  cette  intégrale  puisse  représenter  encore  d'autres 
courbes^  et  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
plus  étendue. 

6.. 


L 
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Lorsque  ]es  intégrales  représentées  par  VÇc,  p)  ^ 
E(c,^)  et  n{c,a,  ^),  sont  prises  depuis  <p  =  o  jusqu'à 
^:=z  j^ ,  TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  on  dit  que  ces  fonctions  sont  complètes, 
«t  pour  les  distinguer  on  omet  lamplitude  (p  dans 
leur  notation  ,  en  sorte  que ,  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes ,  on  a 


E(c)  =f^  d<p  \\  —  c^sin'tp, 

\  9^)       J  ^     (i  +  asia*ç>)V/i — c*sin-^' 

Enfin  y  pour  abréger,  on  fait  souvent  v/i  — c^s=zb, 
ce  qui  donne  ô*  +  c*  =  i  ,  et  i  se  nomme  le  comr- 
plément  du  module  c. 

Cela  posé ,  considérons  d'abord  la  fonction  ellîp*< 
tique  de  première  espèce ,  qui  est  plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de  ses  pro- 
priétés, c'est  qu'étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,  et  qui  ne  diffèrent 
que  par  leurs  amplitudes  »  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence.  Il  suit  de  là  quW  peut 
toujours  déterminer  algébriquement  une  fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d'une  fonction 
donnée,  et  plus  généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à  la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété  que  les  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues,  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
fonctions  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  algé- 
brique, et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce,  plus  à  une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes. 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole ,  on  voit  qu'il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes,  non  pas  comme  dans  le  cercle ,  un  arc 
égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  ai*cs 
donnés ,  mais  égal  à  cette  somme ,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  été 
découverte  par  Fagnani  y  avant  qu'on  se  fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiquesj  et  qu'elle  a  pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géo- 
mètres cette  carrière  nouvelle. 

Euler,  qui  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique ,  fut  conduit  ainsi  à  com^- 
parer  entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesurés  sur  1  a 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole,  mais  encore 


A 
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toutes  les  transœndantes  renferinées  dans  la  formule 

-y===~=^;    mais  dans  ce  rapprochement  ^    il 

supposa  toujours  que  les  fonctions  d'une  même  espèce 
avaient  le  même  module ,  et  quelles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude  «  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à  la  même  courbe.  Aussi  cette  comparaison , 
qui  lui  fit  découvrir  sur  la  multiplication  et  la  divi- 
sion de  ces  fonctions  les  beaux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  plus  haut ,  ne  lui  apprit  rien  relati-* 
vement  à  leur  intégration. 

Lagrange  eut  l'heureuse  idée  de  comparer  entre 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  espèce  ^  il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions  l'amplitude  et  le  module  varient  à  la 
fois  y  et  il  fut  ainsi  conduit  à  une  méthode  générale, 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les 

intégrales  de  la  forme  j — =. 

En  effet ,  Lagrange  remarqua  d'abord  que  l'inté- 
grale d'une  fonction  elliptique  de   première  espèce 

-— -  -  s'obtiendrait  sans  difficulté  par  les  se- 


/; 


ries ,  si  c  était  supposé  une  quantité  très  petite  ou 
une  quantité  à  très  peu  près  égale  à  l'unité.  Ainsi 
donc  ,  si  Ton  pouvait  ramener  la  fonction  F(c,  ip)  à 
une  autre  fonction  F(c',  ^'),  dans  laquelle  le  module  c' 
serait  moindre  ou  plus  grand  que  c,  «f  déterminer 
algébriquement  le  rapport  de  ces  deux  fonctions,  en 
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opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci ,  on  obtien-* 
drait  la  valeur  de  la  fonction  donnée ,  exprimée  par 
une  suite  de  fonctioas  de  même  espèce,  dont  la 
dernière  serait  intégrable  d'elle-même ,  et  Ton  aurait 
ainsi  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  intégrales 
approchées  de  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques. 

Soient  donc  F(c/  (fi)  une  fonction  donnée,  et  ¥{(/,  ^') 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
l'amplitude  (p'  sont  arbitraires  ^  si  l'on  pose  1  equa^ 
tlon 

F(c,<p)  =  ).tF(c',(p'),    («), 
ou  bien 

/^  _^       r        ^¥  .^. 

il  s'aura  de  déterminer  algébriquement  /jl^  c^  et  tp' 
en  fonction  du  module  c  et  de  l'amplitude  Ç),  de 
manière  à  satisfaire  à  l'équation  précédente. 
Or^  si  l'on  suppose 


y _f 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

^în(2(p' —  (p)  =  csin^ ,      c'  =  y^    (>)^ 

d'où  l'on  tire  cos(2^'  —  (p)  =  \/i  —  c*sin*^.  Il  est 
facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  substituées  dans 
l'équation  (jS)  donneront 


C)  Voir  les  notes  à  la  fin  du  volume. 
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F(c',<p')=-^F(c,(p);     («') 


équation  qui^  comparée  à  l'équation  (a),  donne 
a  =  =  —;=-.   Il  suit  de  là  crue   les   deux 

fonctions  F(c,(p)  et  F(c',(p'j  sontentre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  quelles  que  soient  les  amplitudes  ^  et  (p', 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constantes  c  et  c\ 
soient  liés  par  les  équations  (y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  : 

tang(^-(p')=6'tang<p',     *'=  f^      (A 


en  supposant,  comme  nous  Tavons  dit,  i=  V/i  —  c*. 

Les  premières  formules  serviront  à  déterminer  (p' 

et  c'  en  fonction  de  ^  et  c;  les  secondes  peuvent 

servir  réciproquement  à  déterminer  c  et  ip  en  fonction 

de  c'  et  ç'  supposés  connus. 

I  -4-c 
L'équation  F(c,(p)=:  F(c',  ç')  ayant  lieu  quel 

que  soit  Ç>,  si  l'on  suppose  9=:7r,  ce  qui  donne 
^'s-j-TT,  en  observant  que  d'après  les  lois  de  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a  F(c','7r)=:2F(c,7^T)  (*),  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  F(c)   et  F(c')   la    relation  très 

simple 

F(c')=(i+c)F(c). 

Passons   aux  fonctions  elliptiques  de  seconde  es- 


(*)  Théorie  des  Fonctions  elliptiques j  n»  ai 
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pèce.  Les  valeurs  de  (p'  et  c'  tirées  des  équations  (y) 
donnent  I  équation  différentielle 

^^f  A  / /«  '    >^/         dé     (ccosç  +  A)* 


En  faisant  y  pour  abréger^  A  =  \/i  —  c*sin'<p,  cette 
équation  peut  s^écrire  ainsi»: 


(i  +  c)d(p^  \/i  —  c'*sin*<|)'  =  ^.(A*— ift»+ccos(pA), 
d'où  en  intégrant  on  tire 

(iH-c)E(c',  (PO=E(c,  (p)_fèT(c,  (p)+csin<p.  ()x) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  ç)  peut  s'exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(c,  cp)^  E(c',  ^'),  ou  en  d'au- 
tres termes,  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  s'évaluer 
par  deux  arcs  mesurés  surFellipse;  ce  qui  est  l'énoncé 
du  théorème  de  Landen. 

Si  l'on  suppose  ^'  =  j  tt  et  ^  =  ^,  on  aura 
E(c%  <p')=;E(c')  et  E{c,  (p)=E(c,  7r)=2E{c).  On  aura 
donc  simplement  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes , 

(i  +  OE(c')  =  2E(c)  —  b'F{c). 

Les  formules  (a')  et  (cT)  serviront  à  exprimer  les 
fonctions  F(c,  ^)  et  E{c,  ^)  dont  le  module  est  c ,  au 
moyen  des  fonctions  semblables  F(c',p')  et  E(c%  ^') , 
dont  le  module  est  c',  et  réciproquement;  car  il  est 
évident  qu'on  pourra  déduire  de  ces  pnêmes  équa- 
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tions  les  valeurs  de  F(c',  tp')  et  de  E(c',  (p')  en  fonction 
de  F(c,  ^)  et  de  E(c,  ^).  Dans  le  premier  cas ,  l'am- 
plitude et  le  module  de  la  fonction  dérivée  se  déter- 
mineront par  les  équations  (cT) ,  et  dans  le  second  ^ 
on  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (y). 

Si  f  comme  nous  le  supposons ,  c  est  une  très  pe- 
tite quantité ,  on  aura  à  très  peu  près  cf^nm  \/c\, 
le  module  c'  de  la  fonction  dérivée  sera  donc  alors 
toujours  beaucoup  plus  grand  que  le  module  c  de 
la  fonction  proposée;  si  au  contraire  c'  est  le  module 
de  la  fonction  primitive ,  on  aura  ^  dans  ce  cas ,  à 
très  peu  près  ,  c  =  jc'*,  et  l'on  passera  du  module 
très  petit  c^  au  module  beaucoup  plus  petit  c.  On 
aura  donc  ainsi  le  moyen  de  transformer  toute  fonc- 
tion donnée  de  première  ou  de  seconde  espèce  en 
une  autre  fonction  de  même  espèce  ^  dans  laquelle 
le  module  sera  plus  grand  ou  plus  petit  à  volonté^ 
que  le  module  de  la  fonction  proposée.  On  pourra 
ensuite  faire  subir  à  la  fonction  dérivée,  des  transfor- 
mations analogues ,  et  ainsi  de  suite  à  Finfini. 

Gela  posé,  concevons  que  étant  donnée  une  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce  F(e,  Ç))  dont  il  faut 
déterminer  la  valeur  approchée ,  on  forme  une  suite 
de  modules  c\  c",  c*',  etc. ,  liés  entre  eux  par  les 
équations 

qu'on  prolongera  ju;squ'à  ce  qu'on  arrive  à  une  ysl^ 
leur  de  c  peu  différente  de  l'unité  ;  qu'on  détermine 
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les  amplitudes  correspondantes  (p\  ip",^  *,  etc.,  par 
les  équations 

sin(2^'  —  ^  )  =  c  sîn^  , 

sîn(3^' —  cp'')  =  c'sin^", 
etc»  ; 

il  en  résultera  une  suite  de  fonctions  de  première 
espèce  (Fc,<p),  F(c',  (p'),  F(c",  (p"),  etc.,  qui  seront  liées 
entre  elles  par  les  équations 

FCc*,  ^')= 4-^  F(c',  ^')=  ^.  H^' F(-,  <P) , 

FCc-,  O  =  '+1'  F(c',  <p")=  i±^  i±î'.l±f:  F(e,  ^), 
etc. 

Or,  les  modules  c ,  c%  c^,  etc.,  comme  nous  l'a- 
vons vu  ^  forment  une  suite  qui  croit  d'une  manière 
rapide;  cette  suite  a  pour  limite  Funité,  qu'elle  atteint 
au  bout  d'un  petit  nombre  de  termes}  mais  lorsque  c 
est  peu  différent  de  l'unité,  on  a,  à  très  peu  près^ 

» 

En  nommant  donc  ^  l'amplitude  correspondante  au 
module  très  peu  différent  de  l'unité  auquel  on  se 
sera  arrêté  dans  la  suite  ascendante  c ,  c\  c^' ,  etc. , 
et  en  faisant  pour  abréger 
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on  aura 

F(c,(p)  =  HIogtang(45*+ï4>),      (0 

Si  <p=:j7r,  et  qu'on  nomme  *'  ce  que  devient  alors 
l'angle  <l>,  on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète 

F(c)  =  H  log  tang(45»  + 1 *')• 

Voilà  donc  la  valeur  de  llntégrale  donnée  ex- 
primée en  fonction  d'une  quantité  logarithmique 
facile  à  calculer ,  multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tant^ et  la  question  prqposée  est  par  conséquent 
complètement  résolue;  mais  on  voit^  d'après  ce  qui 
précède^  qu'on  peut  encore  exprimer  d'une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  même  intégrale. 

En  effet ,  la  suite  croissante  des  modules  c  ,  c^, 
c",  etc. ,  qui  a  pour  limite  l'utiité ,  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  opposé;  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons par  c,  c^,  c^p  c^jjf  etc.,  les  différens  termes 
de  cette  suite  que  nous  supposerons  liés  entre  eux 
par  les  équations 


ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  les  équations 
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Nommons  ^^,  Ç)^^ ,  ^^,  etc. ,  les  amplitudes  corres- 
pondantes aux  modules  c^ ,  c^^ ,  c^^ ,  etc. ,  et  détermi- 
nons leurs  valeurs  par  les  équations 

tang(^^  —  (p)  =  étangs,   j 
*ang((p,,— (pj  =  *'tang(p^,  >  (n) 
*ang(<p,,,— ?)J  =  &"tang(p,,,  ) 
etc.  ; 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F  (c,  (p)^ 
F(c^ ,  (p^,  ^(pnf  ^/t)f  etc.,  qui  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  constans ,  en  sorte  qu'on  aura 

etc. 

Les  modules  c^,  c^,  c^^^ ,  etc. ,  décroissent  très  ra-* 
pidement,  et  s'approchent  promptement  de  leur 
limite  zéro.  Or,  daùs  le  cas  où  c  est  supposé  très 

petit,  on  a  à  fort  peu  V^^e^Jyf^^^=fd<P=<P  i 

en  nommant  donc  <t>  l'amplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s'arrête ,  et  en  faisant 

H'  =  Ldtf/ .  1±£.  .  i±f*  etc. , 

2  2  2  ' 
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on  aura 

F(c,  <p)  =  H'«.        (8) 

Lorsqu'on  suppose  ^  =  j  tt  les  équations  (ri)  don- 
nent ^j=z7r,  ^^s=!Z3ir ,  <p^=^4^*...<Pu=^2^*i'7C,  etc.  ; 
^  désignant  donc  la  limite  do  ces  angles,  si  Ton 
fait 


K  =  (r  +  cj  (i  +cj  (^  +cj  ,  etc.,      (x) 
on  aura  pour  le  cas  des  fonctions  complètes 


F(c)  =  K  J.        (X) 


Ainsi  donc  il  y  aura  toujours  deux  manières  d'ex- 
primer une  fonction  elliptique  de  première  espèce, 
dont  le  module  et  l'amplitude  sont  donnés,  par  des 
arcs  de  cercle ,  au  moyen  de  la  formule  (6)  ,  ou  par 
Jogaritlimes  au  moyen  de  la  formule  (é).  On  choi^ 
sîra  la  première  ou  la  seconde  de  ces  formules ,  selon 
que  le  carré  du  module  c*  de  la  fonction  primitive 
s'#pptH>cli^«i  diiYatitage  d^  l'uae  des  deux;  limitos  ^ro 
ou,  l'unité  ^a6p  4^  diminuer  autant  que  possible  le 
q^mb^^  49S  tran«fori?ié^;  çt  d^  cette  manient  on 
n'aura  jamais  à  calculer  qu'un  petit  nombre  de  mo- 
dwles  1^  d'amplitude  correspondantes  ,  pour  arriver 
à  une  valeur  suffisamment  exacte  de  l'intégrale 
cherchée^ 

La  même  m^tbode  d'approxîn^ation  s'applique  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce ,  mais  les  formules 
deviennent  plus .  compliquées  à  cause  de  la  quantité 
algébrique  qu'elles  renferrtient  j  cependant,  comme 
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cette  partie  disparaît  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes, et  que  dans  les  applications  que  nous  ferons 
de  cette  théorie  nous  n'aurons  que  de  pareilles  fonc- 
tions à  coasidiérer^  nous  traiterons  ici  ce  cas  parti-» 

culier,  et  les  formules  que  nous  obtiendrons  seront 

encore  assez  simples. 

La  formule  {(â)  donne  la  suivante  : 

E(^,«)  =  7i-,'E(<^..«P,)--'-i^'F(^«^,)-H^-^.      (o) 

Les  valeurs  des  fonctions  E(c^,  ^J,  ^(^/^>  9n)f  ^^^*9 
seront  données  par  des  équations  semblables;  oKi 
pourrait  donc  en  déduire  la  valeur  de  l'intégrale 
E(c,(p),  en  fonction  de  celles  de  ces  quantités  qu  on 
voudra  choi^r ,  mais  la  réduction  de  la  formule  à 
laquelle  on  parviendrait  de  cette  manière  serait  pé^ 
nible;  il  vaut  mieux ,  pour  Téviter,  mettre  sous  une 
autre  forme  la  formule  précédente.  Soit  générale- 
ment G(Cj<p)=E{c,^) — F(c,^),  on  trouvera,  en  vertu 
de  l'équation  (o) , 

et  par  des  transformations  semblables  ^  on  trouvera 

etc. 

Au  moyen  de  ces  équations  on  déterminera  par 
des  substitutions  successives  la  valeur  de  G(c,<p)  en 
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fonction  des  quantités  G(c^,^^)  ,  G(c,^,^,J  des  fonc^ 
tions  F(c^,^^) ,  ¥(c^^f(pj  ,  et  de  quantités  algébriques. 
Supposons  quW  ait  calculé  la  suite  des  quantités 
G(c,^),  G(c^,  (pj,  etc.,  jusqu'au  terme  G(C|,  (Pi)  corres- 
pondant au  module  C|  que  nous  regarderons  comme  as- 
sez petit  pour  être  négligé,  on  aura  \/ 1  — •Ci'sin^^irs i , 
et  par  suite  E(C|,^|)  =  F(c„^,)  :=fd(p'  =  *•  En  nom- 
mant comme  précédemment  0  la  limite  des  angles  ^, 
^yf  ?/!>  6^*  ^  o^  ^ui'^  donc  alors  G(C/,^|)  s=  o.  Si  l'on 

suppose  ^=±  -^ ,  on  aura  <&  =  a'-'TT ,  et  les  angles 

<P,9  ^iif  ^^^*9  seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc,  en  substi- 
tuant pour  F(c^,(p^),  F(c,^,^J  etc.,  leurs  valeurs  en 

F(c,(p), 

G,«)=-F(4[c7:j::;j;+(7:p^-„^__),  i  ^_^^^..^-_.^-_^,+ e,c.J 

En  mettant  pour  G(c)  sa  valeur  E(c) —  F(c) ,  et  en 
observant  qu'on  a  ^ 

on  en  conclura 

E(c)  =  F(c)[i  -;c«(i  +  i  c,+  ^  CA,  4-etc.)} 

Ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

L=i-V(i+ic,H-|c,c„+elc.),    (Ç) 
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et  en  observant  qu'on  a  F(^)  =  K  -  ,  on  aura ,  pour 
le  cas  des  fonctions  complètes  ^ 

E(c)  =  KLl.    f«,) 

Cette  formule  peut  s!appliquer  non -seulement*  à 

des  valeurs  de  c  plus  petites  que  l/- ,  mais  même  à 

des  valeurs  peu  différentes  de  Tunité  ;  elle  suffit  donc 
pour  tous  les  cas  que  l'on  peut  avoir  à  calculer.  Cepen- 
dant ,  si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voîr  ce 
que  deviennent ,  par  rapport  aux  fonctions  de  seconde 
espèce^  les  formules  relatives  à  l'échelle  ascendante 
des  modules  y  reprenons  l'équation  (;t);   en  substi- 

tuant  pour  F(c,^)  sa  valeur  ¥[c',^*)f  elle  donne 

la  suivante  : 

E(c,(p)=(i  +  c)E(c',(p')H-(i— c)F(c',(p')  — csin(p, 
et  semblablement 

E(c",(p")=<i-4-c")E(c"',?"0H-(i-c")F(c"',^'")-^"sin<P"» 

■ 

etc. 

Soient  E(c',(p'),  F(c',(p'J,  les  valeurs  de E(c,(pJ,F(c,(p) 
correspondantes  au  module  &  que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l'unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série ,  on  aura 


V I  — c**sin*^  s=  cos  ^'  j 
Tome  III. 
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par  conséquent 

E(c*,^')  =  /cos(p'd^^  =  sîn  ^, 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  il  faut  supposer 
^  c=  -  T  ,  et  calculer  les  angles  Ç)',  ^",  etc. ,  par  les 

équations  (v)  ;  mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
disparaître  les  quantités  algébriques  des  formules  pré- 
cédentes. On  ne  peut  supposer  non  plus  ^'=-'7r, 
pe^rce  qu'alors  la  valeur  de  F(  c^^  ^')  deviendrait  iiw 

finie  ;  mais  si  l'on  fait  ^'■"'  =  -  ^,  ce  qui  n'est  sujet 
à  aucun  inconvénient ,  on  trouvera ,  en  remontant , 


^  2  ^2  2  2 


(p=  2*""'  -•   En  substituant  donc  pour    F(c',  ç'), 

F(c",^"),  etc.,  leurs  valeui^,  et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes  ,  en  observant  qu'on  a  généralement 

on  trouvera 

E(t^  (p) = K' (^^  + -y  Hh -g- +  etc.) 

■+•  F '*°  ^  -  ÎT  TT^^î- 
Mais  l'équation  tang  (^'"'  —  ^'),œs  6'taDg^^  dams 

l'hypothèse  de  ^/"*  =  -  i- ,"  «FonjQLe,tang  ^*  :?=  -7=, 


J 
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d'où  Fou  tire  sîn  cp'  =    . 

qûaMifés  près  de  Tordre  (by  que  i  on  peut  négliger^ 
puisque  Toq  Suppose  à  très  peu  près  c'  =  i  •  On  aura 
ainsi 

, a'-'/  I — c*-'         ac*-'  \        a'-' 

On  a  d'ailleurs 

E(c;  (p  )  =  E(c,  2<- ^)  =  a'-E(c). 
Su  faisant  donc 

L  =  6»  (^i  +  -+_4.__  +  elc.  ). 
on  aui^a  pourrie  cas  de  la  fouctioo  complète  : 

..      E(^J  =»i  ^  log  tang  (45-  + 1  ^)  +  J,. 

Cette  formule  s*applîque  au  cas  où  le  nK>dule  est 
peu  dîflferenf  de  ruiiîté  ;  elle  suppose  seulement  que 
Ton  a  pousse  la  série  des  modules  assez  loin  pour 
que  (Jfy  §ôit  une  quantité  négligeable ,  ce  qui  permet 
de  faire  à  ^=.\.  -      . 

La  suite  dès  quantités  ci^oîssyntes  c ,  c' ,  ér'v  etc. , 
dont  la  fimîte  est  Tunîte  et  là  suite  des  quantités  dé*^ 
croîssànfes  c\\  c^^ ,  c^^^^^  etc. ,  dont  la  limite  est  zîéro  , 
n  en  forment  qu'une  sfeulé  liée  pai*  la  même  loi  et 
quoii  {>eul  écrire  ainsi  .  ' 

limite  o  . . . .  c^,  c.,,  c. ,  c,  c',  c\  c'". . . .  limite  i. 

Celtq  i^uite ,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 

7-- 


f  c       t 


Nous  aurons  plusietii?  fais,    dai^s  la^  ,9pit9  àe  cet 
ouvrage,  VoccasioD  4'en  fjs^'rq  ussige*. 

23.  Reprenons  les  Valeiirs  des  deux  quantités  b^ 

-  -         .  T 

et    b^    qui  nous  restent  à  déterminer.    D'après  la 
formule  (i)  on  aura 


y  I  — ^  2«codf^  +  n* 

%  ^J  o    yi — â«cosf<+«^ 

Il  y  a  plusieurs  moyens  de  rainèner  ces  deux  in- 
tégrales à  la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 

sîn  ((p  +  ô)  =  a sin fl ,  d'où  l'on  tire  '  '    "''   ' 

Faisons  pour  abréger  A  ==:  v/i' — ^^«•sin^,  ces  deux 
équations  donnent  en  dififérentiant 

jr  £?Ô(«G0S9   —   A) 

CUf^SSZ  .  '    '  '    r.'i*»  .      •;  , 

A 

*  « 

En  vertu  des  mêmes  équations  on  a  d'ailleurs 

'  cos  9  :=^asin*  6  +  cos â  A« 
et  par  suite 

V/i  — 2acos^-f-a*=rV/a*cos»6 — 2ACO&&A-f«A* 

=  acds§ — A. 

•       « 

On  aura  donc 

d^  S 

/•'    "fciii'     "!T...t    ■■"y    «tr*   *nr^  ^ 
|/  1  —  2iBC0S  ^  +  «*  ^ 

^i^  cos^         '  rfô(<t  sin^  ô  4-  cos  6â) 

V  I  —  2tfC0S^  +  «*  ^ 


J 
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Si  Ton  intègre  œs  deux  formules  en  observant  que 

a»sia*6=  I  —  A* ,  et  que  Tintégrale  fc/^os6  devant 

être  étendue  depuis  0  =  o  jusqu'à  fl  =  29r,  ce  terme 

est  nul  feutre  ces  limites ,  les  expressions  de  b^!^^  et 
de  b!    deviendront 


é 


(o)        I    /*»r  d$ 


(o)_  I   r 


o      |/i  —  «•sin'l* 


> 

Désignons  par  F(a)  et  £(a)  les  fonctions,  complètes 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  an  .mo- 
dule CL,   c'est-à-dire  celles  qui   se  rapportent  à  des 

intégrales  prises  entre  les  limites  âssoetfi^s-TTt 

Les  intégrales  indiquées  devant  s'étendre  depuis 
0  =  0  jusqu'à  6  =  2^.  On  aura  donc  ainsi 

ftf=iF(«),     *1'^=:^[F(«)-E(«)].    (i8) 


Si  l'dû  substitue  ces  valeurs  datis  les  équations  (5) 
du  n*  ig^  après  avoir  fait  ssszj,  isssafOn  aura  pour 

déterminer  les  coefficiens  b^    et  b^  , 


^c^"'    ^"' 


fi")      4raE(«)— (i-«»)F(«)-|    .(«)       '■{    "1     ,     V 
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.    •  3 

et  en  faisant 'erisuitè  ^  =  -  dans  ces  mêmes  formules, 

on  en  déduira 

h    =  3(1  —  a*)^     ~'  *â    =         3(i-«»F"~'^^''^ 

Ces  valeurs  ainsi  déterminées,    on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coefSciens  des  fonctions 

V"S  V^  et  ri 

Il  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  les  quantités 
F(a)  et  E(a).  Pour  cela,  si  l'on  veut  les  calculer 
directement,  il  faudra  ,  conformément  à  ce  qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décroîssans  «^ , 
a^,  a^^jf  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  une 
valeur  peu  différente  de  zéro  ;  on  en  déduira  les  va- 
leurs de  K  et  L  par  les  formules  (x)  et  (Çj  n*  22 ,  et 
en  substituant  ces  deux  quantités  dans  les  formules 
{ct>) ,  on  aura  les  valeurs  de  F  (a)  et  E  (a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  moyen  des  tables  de  Legendre. 

Enfin,  sî  Ton  voulait  faire  dépendre  comme  dans  le 
n®  5i   du  livre  II,  la  détermination  des  quantités 

bl  ,  è,    ,  etc.-,  de  celle   des   deux  quantités   b   < 

et  6_i  ,  dont  lies  développemens  en  série  sqpt  plus 
convergens,  ou  aurait  :  >  . 

-(o)  !«   /»'slir     -  y  '    ' — 

0    ,=-/      a(p  Vi  —  2a  cos(p  -|-  a* 
b,z=L^f  ^r/(pcos(p\/»  ^-  2ûtCOS(p  •+-•  ûfc*, 

"   %  7f  J    o 


\ 
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Expressions  qui,  par  des  transformations  très  simples, 
se  ramèneront  à  la  forme  des  fonctions  elliptiques. 
Les  formules  précédentes  sont ,  à  ce  qu'il  me 
semble ,  les  plus  commodes  que  l'on  puisse  employer 
pour  le  calcul  numérique  des   premiers  coefiiciens 

^j  ,    b)  f  etc. ,  et  cette  manière  de  les  déterminer 

me  parait  à  la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  a  est 
une  très  petite  quantité ,  en  sorte  que  la  quantité  i— ^it 
ne  diffère  que  très  peu  de  Tunité ,  et  l'on  n'a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu'un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  flt^,  a,^,  a^^,,  etc. ,  pour  arriver  k  des  ré- 
sultats aussi  exacts  qu'on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
différence  i  —  tt  est  au  contraire  très  petite ,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules;  mais 
le  nombre  qu'il  en  faut  calculer  n'est  jamais  bien  con- 
sidérable ;  et  d'ailleurs  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques offre  alors  des  moyens  de  profiter  de  cette  cir- 
constance même ,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  approximations  plus  rapides.  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à  la  suite  ascendante 
des  modules  et  l'on  doit  remarquer  en  outre  qu'alors  « 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l'unité ,  ce  cas  est 
celui  où  l'on  ne  peut  employer  la  méthode  des  séries 
à  cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Eu  fin  9  comme  nous  l'avons  dit^  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques ,  on  pourra  déterminer  par  leur  moyen ,  pres- 
que immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(a)  et  E(a),  quel  que  soit  le  module  *, 
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lét  les  valeurs  dés  coefficiens  b\  ,  b,\  b^  ,  bp ,  s'en 

$  î  •  i 

déduiront  par  les  formules  (i8)  et  (19). 

Pour  appliquer  ce  procédé  à  un  exemple  particu- 
lier ,  supposons  qu'il  s  agisse  de  développer  les  trois 

fonctions  (i — attcos^-f-ct*)"  »  ,  (i  — attcosa-f-^')"  •  et 

(i  —  2a  cos^  +  «t*)  "  •  f  relatives  à  Faction  réciproque 
4e  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas 

a  3=a  o,5455ioa4> 

et  par  les  tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouve 
relativement  à  cette  valeur  du  module 

F(ct)=i,7i255o57j  F(ct)=;  i,4465425i. 

Ces  valeurs ,  substituées  dans  les  formules  (18}, 
donnent 

b^^^=  3.i8o!i3a46, 


M   =  o.62o655oo. 


d'oii  Ton  conclut 

= 

4 .  5582(8700 , 

1 

j? 

n 

== 

S. 18538554, 

et 

par 

ÀUite 

« 
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*fi    ==  i5.7q85ooq> 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  pontvâ  déterminer  ^ 
par  les  formules  du  n^  2 1 ,  le  coefficient  de  l'un  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 

trois  fonctions  (1 — aocos^-f-**)"*»  (i  — aocos^-f-a»)** 

et  (i  —  2fltcos^+a*)''« ,.  quel  que  soit  Tordre  de  ce 
terme. 

!^4-  Connaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 
quantités  5f, 5V\  h^\etc.,bf,  è^\  bf\  ett., 

^5  ,  ^5  5  ^5  ,etc.,  et  de  leurs  coefficiens  différentiels 
*       »        » 

successifs ,  il  sera  fecile  d'en  conclure  les  valeurs  des 
quantités  A<«> ,  A^O^  A^*^  etc. ,  B<«^  B^'),  B^*^  etc. , 
C(«),  C(0^  Qià)^  ^^ç^^  ç^  jg  jç^^  différences  successives 

tant  par  rapport  à  a  que  par  rapport  à  a'.  En  effet , 
nous  avons  supposé 

(a»  —  naaf  cos  p  +  a'»)"  •  -«  ^i^  =  i  A<«»)-f.A<0co»^4-A(>)co«  ^H-ctc, 

et  en  faisant  di  as?  ^. 

—  1       I     fr)        <«)  (^'  . 

(I  —  a«  cos  ^  4- flt»)    «s-^i    -f.3i    CO8A  +  &1   cosa^+ctc. 

On  aura  donc  génétalencient ,  en  coinpimint  ces 
deux  séries , 

et  dans  le  cas  de  e  ==  i  ^ 
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(0 


En  différentiant  ces  valeurs  et  en  observant  qu'on  a 


du.  I 

■j-  =  -T,  on  auKi 

da         a  ' 


(0 


dm      I         i 


da    '"  tC^   '      dm* 

et  pour  lé  cas  de  i=:  t 

En  différentiant  de  nouveau,  on  trouvera  dans  le 
cas  même  où  i=:  i 

da»     "^  a"   *,    <&•    ' 
<PAW 1^         _^ 

r 

etc. 
D'où  Ton  conclura  généralement 


rf«ACO 


I 


or  -r—  =  -7  .  a 


■ft 


Le  cas  où  Foq  a  à  la  fpîs  i?t  =  i  et  £  =  i  étant  seul 
excepté. 
De;  même  i^oiis,  avons  M$upppso 


(a*  —  ana'  cos  ^  +  a'»)""» r3=-  B(o)  -f-  B(0  cos^  +  B(>)  cos  a^  +  etc., 

(a»  —  aaa'  cos«  -|-  a'»)"  a  =s  -  CC*»)  -f  C<0  cos  ^  H-  C<')  cos  a^  -f.  ctc.^ 


..«_..  ..^  _«    -   •-. 
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J  *      ^S  1       <o)     .      (I)  <•) 

(l — !l«COS^  +  ^*)     a=-^3+^3     C0«^-f.&3    COS  3f -f>  etc., 

s  ,       (o)  (t)  (9) 

(i  -^  acieoS'^  +k^)* »  s± -  ^5  '-f* ^5    cos  4  W*  ^5  cot  a^  -f.  etc. 


On  aura  donc  en  général 


B^'^=~  b^^'     et    C^z=—  b^^  ' 


et  dans  le  cas  de  r  ;=s o, 


=^3(^1 -4 


En  différentiant  successivement  ces  valeurs^  on  eh 
conclura  généralement' 

1^"  — — — __  «— a»         * 

.  rfa»  a'3  «/«»   » 

« 

L'emploi  des  quantités  ô,  ,  i,  ,  etc.,  A3  ,  6,  ,  etc.,. 

i  ° ,  Afi  f  ^*^v  ^  Tavantage  d'introduire  de  Tuniformité 

dans  les  formules,  et  de  simplifier  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à  tt  servent 
à  la  fois  à  la  détermination  des  inégalités  des  deux 
planètes  troublées  par  leur  action  réciproque.  Il  cou* 
viendra  donc  d'introduire  ces  quantités  et  leurs  différ 
rences  dans  le  développement  de.  la  fonctiqn  A^  fa 
la  place  des  quantités  A^  A^'^,  etc.,  »•>,  B^'>,  etc., 
CCO^  C(0^  etc*  >  et  de  leurs différeiice^  riala)ives,  soit  à 
a,  SMt  à  a'»  Cette . opération  éera  facile,  au  moyen 
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des  formules  précédentes ,  lorsque  les  différences  re* 
latives  à  cC  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à  a  par  les  formules  du-h*"  S%^  livve  11^  qu'on 
peut 'prolonger  aussi  loin  qu'on  voudra ,  c'est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  n^  6  et  sùivans.  On  peut 
d'ailleurs,  pour  éviter  toute  opération  inutile^  exprimer 
de  suite  les  différences  relatives^'  à  ci  en  fonction  des 

quantités  h^  ,6^  ,  etc. ,  63  ,  6^  jetc.^ô'^  ^  6^  ,etc.^ 

et  de  leurs  différences  f  on  les  ^obtiendra  très  ai- 
sèment  par  la  différentiation  successive  de  l'équa- 
tion (ai). 

*  *****  m 

!25.  La  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  à 
la  forme  d'intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coeiHciens  du  développement  de  la  fonction 
^a}  —  a^cos^  +  £x'*)~'  s'appliquerait  de  même  au 
développement  de  toute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions  périodiques  àtà  la  variable,  du  moment 
qu'on  e$t  d'avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  iSemblable  série. 

Si  les  intégrales  indiquées  peuvent  s'obtenir,  elles 
donneront  y  sous  forme  finie ,  Texpression  des  çocfffi- 
d^ufs.du  développement' de  la  fonction  prôf)Oseew  Si 
rintégration  est  itinpo^ible  par  les  niétlbodes  divectesy 
eômme  l'expre^iiôii  de  cbat|iiie  coefficient  est  domiée 
séms^ l«l  îtfttti^ é& lyuaditàtutt^^  imipoôira^tobjottisôn 
diéVôtminèr  la  rBU^t^faiV  lè&  li^tbcMkts  d'«pf»roxiîm&'^ 
dod  ^dtltltted ,  av^C  tel  d^é^  tl<^«îtâK!^ttde  ^  vo«f 
drd.  Dàrtê  tônë  lesf  CAs<,'  àètt^  ëkprei«ion  inëiqawk]las 
i^lMioiis^  qii^  Kent  ce  cdeÉI«ién4  à  ceux  qtd  lie  ^^ër^ 
dèfilt  >  ^t  ràmètierâ ,  jDdt  d^équent  ;  leur  déterlimi^M 


DIT  SYSTÈME  DU  MONDE.  m 

tion    générale  à  celle  d'un  petit   nombre  d'entre 

Cette  m^ère  de  former  le  dév^lof^naent  d'une 
fonction  p^ut  ^tre  prinçipalemeiit  utile  quand  char 
cuQ  de  ses  cpeifideu^  eçt  Ivi-mênae  exprimé  par  ub0 
série  infinie  ;  en  sorte  qn^on  ne  saurait  ayoir  aa  Ta^ 
leur  exacte  par  aucune  autfç  métho^.  C'4$t  ailiiBi , 
par  ex^mfiie,  qt^fi  dans  les  formule^;  du  mouy^meiit 
^{Uptique  chacun  des  coeiBciens  4es  séries  qui  expri* 
aient  le^  rajQO:  vecteur  et  }a,  longitude  vraie  en  fonc^ 
ti9n  d^  U  loogitu^^  mayenpe^  fornte  une  suite  or^ 
dpnnée  par  rapport  aux  puil^ançes  ascexnlaMea  dt 
Texcentricité  de  Fprbite.  Lorsqu'on  veut  réduire  cea 
expressions  en  nombre,  il  est  donc  bon  d'avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  ceeffîciens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  1q  degré  de  petitesse  des  quantités  né- 
glîgée?. 

Mais  e'est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbation^ 
planétaires  que  Femploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d'une  grande  utilité ,  car  les  coefficiens  des  diffé- 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice ^  en  ^us^  et  ccisiiius  des  m^tipks  ^s  mcyyrens 
mouyemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice  y  élanf  également  des  àéfies  ordonnées 
par  rapports  aux  excentricités  e*   aux   inclinaisons* 
n^  49  ^   1'^^   parvenais    à  évalucfi'  ces  coefficiens 
paf  le  moyen  des  quadratures  paraboKqnes,  non-seii- 
kment  on  éviterait  tes  péniUesrâlcate  qû 'exige'  le 
développ^fMnr  de  celte  fenctioeir,  mais  encore  ôri  ar- 
riverait, dans  la  reûbe^rdle  <|esf  méi^Ktés  plahéfàii*es 
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a  des  résultats  beaucoup  plus  certains  que  ceux  qa'on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires,  parce  qu'on  n'est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstance  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu'on  a  cru  pouvoir  négliger. 
^  On  a'  donc  dû  chercher  à  étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit  de  dévelop* 
per  renferme  à  la  fois  deux  variables,  et  où  la  série 
qui  l'exprime  doit  être  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus des  multiples  de  ces  variables.  Supposons ,  en 
général ,  la  fonction  R  développée  en  une  suite  de 
termô.^  périodiques  de  là  forme 

« 

K,y  cos  (i(f>  —  i'(p') H-  K',,,'  sin  {i(^  —  !>') , 

âans  lesquels  ^  et  ^^  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice ,  i  et  ï'  deux  nombres  entiers  qui  peu- 
Vent  avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives^ 
j  compris  zéro.  En  n'ayant  égard  qu^a  ces  termes, 
on  aura 


/i 


A  =  K,.,'  cos  («p—  iV)-|-  K',/  sin  (i(p—  lY). 


Si    Fou    multiplie  successivement   par 

çps  (i(p  H-  î'ip')  d<p  d^  et  par  sin  {i^  -J-  f'(p')  â&p  dp'  les 
deujx  membres  de  cette  équation,  et  qu'on  intègre 
entre  les  limites  o  et  a^,  il  est  aisé  de  voir  que 
tous  les  termes  du  développement  de  K  dépendant 
d'uQ  argument  différent  die  79  —  eV  cU^p^aitront 
d'eux-Bfîpipp;. çn  JSQrte  qu'on  w^ 
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V  ==  -^f^f^  R  cos  (  /<p  -  i'<pf)  d<p  d(p', 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  ^=0  jusqu'à 
^  =  2^,  et  depuis  ^'=0  jusqu'à  ^'  =  27r. 

Si  l'on  désigne ,  comme  nous  le  faisons ,  par  F 
le  premier  terme  du  développement  de  R ,  ou  celui 
qui  répond  au  cas  où  l'on  fait  à  la  fois  /=  o  et  £'=0, 
cette  formule  devient 

Les  coefficiens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d'inté-- 
grales  définies  doubles,  et  il  ne  restera^  plus  qu'à 
chercher  les  méthodes  les  plus  simples ,  pour  en  dé- 
terminer les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible. 

Cette  manière  d'exprimer  les  coefficiens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  n'est 
qu'une  extension  du  procédé  employé  par  D'Alembert 
pour  calculer  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ce  qui  réduit  les  expressions  de  Kt/  et  K^i/  à  des 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à  Ç>  et  ^MVI.  Pois* 
son,  en  l'indiquant  pour  la  première  fois,  conce- 
vait en  même  temps  l'espoir  que  par  quelque  artifice 
d'analyse  on  parviendrait  à  réduire  ces  intégrales 
doubles  à  la  forme  d'intégrales  simples  ;  mais  il  ne 
parait  pas  qu'on  y  ait  réussi  jusqu'ici,  et  le  seul 
Tome  IlL  8 
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moyen  qui  $e  présente  pour  les  calculer^  est  «Tétenilre 
à  deux  variables  la  méthode  des  quadratures  parabo- 
liques. Cette  méthode  consiste >  comme  on  sait,  a  re- 
garder rîntégrale  dont  on  veut  déterminer  la  valeur, 
comme  Faire  d'une  portion  de  courbe  parabolique 
comprise  entre  des  limites  données,  et  à  partager 
«oisuite  cette  aire  en  un  assez  grand  nombre  de  par- 
ties pour  que  chacune  d'elles,  regardée  comme  un 
petit  trapèze  curviligne  sur  l'un  de  ses  côtés ,  puisse 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu'on  le  voudra ,  par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  :  la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 

Supposons  donc  le  cas  où  la  fonction  qai\  s'agit 
d'intégrer  comprend  deux  ou  un  jAus  grand  nombre 
de  variables.  Soit ,  par  exemple ,  fjrdx  dz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  faut  trouver  la  valeur  ap- 
prochée entre  des  limites  assignées  à  a:  et  à  z,  en  sup- 
posant y  une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu'on  ait  y  =  fonct.  {x^  z).  On  pourra  re- 
garder y  comme  l'une  des  trois  coordonnées  d'une 
surface  parabolique  dont  les  deux  autres  coordon- 
nées sont  oc  ^\  iç  ;  et  la  question  consistera ,  par 
conséquent  y  à  cuber  le  solide  compris  entre  cette 
surface,  le  plan  des  xz,  et  les  plans  menés  paral- 
lèlement à  cçax  des  xy  et  des  yz^  aux  limites  des 
coordonnées  x  et  z.  Nous  prendrons  pour  ces  li- 
mites ar=so,a:=:aetz  =  o,  z  =  é,  et  nous 
supposerons  que  pour  les  deux  premières  valeurs  de 
jî  et  de  z  on  ait  fydx  dz:=zo;  ce  qui  est  permis, 
^puisqu'on  peut  toujours  placer  l'origine  des  coordon- 
^aées  au  point  où  commence  le  sob'de  cherché,  et 
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&ire,  par  ooa$eqii«nty  que  x  9k  y  s'évanonisseiit  eyi 
oièoie  temp9  que  l'iatégrale  fydxds» 

tïou^  ^supposerons  en  outre ,  conformément  à  ce  qui 
a  été  dit  n^  54  >  livre  III ,  que  dans  rintenralla  compris 
^tre  les  limites  jc  s:o  et  x^s^a,  zxsioeXzz=zb,  l'or^ 
^onée  jr  reste  toujours  de  même  signe ,  de  manière 
que  le  solide  qu'on  veut  cuber  soit  compris  tout  «a- 
tier  du  même  c6té  du  plan  des  xjr}  s'il  en  était  an* 
trtmenty  il  fiiiudrait  chercher  successivement  les  dif^ 
fërentes  parties  du  solide ,  âtuées  soit  au-dessus^  soit 
au-dessous  du  plan  des  xy^  et  retrancher  la  somme  de 
4^elles  qui  $oat  comprises  dans  un  s^ns  de  1^  somme 
de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'autre. 

{Iqfia^  lions  supposerons  que  dans  l'intervalle  coni- 
pris  entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale ,  la  cour- 
bure de  la^  surface  n'éprouve  aucune  variatiou  de 
nature  à  rendre  infini  Fup  des  coejQSciens  difiéren* 

tiels-     ^      "^    etc 

Cela  posé  9  divisons  en  n  parties  égales  l'ua  des 
i;6tés  de  la  ba^e  du  solide  que  nous  voulons  évaluer; 
9oit  o^^Tune  de  ces  parties ,  en  sorte  qu'on  ait  b=szn^f. 
Si  l'on  mène  par  chacun  des  points  de  division  des 
plans  parallèles  à  celui  des  ^*^  on  pourra  regarder  le 
solide  cherché  comme  étant  la  somnqifi  de  tpus  les  pe- 
tits solides  curvilignes  dont  la  base  est  o^'af  Divisons 
de  même  le  côté  aenm  parties  égales,  soit  a =77^0»; 
par  chacun  des  poipts  de  division  n^nons  des  plans 
parallèles  à  celui  des  j^z  :  il  est  évident  qu'on  pourra 
considérer  le  solide  représenté  par  l'intégrale  fydxdz 
comme  étant  la  somme  de  tous  les  petits  parallélépî- 

8.. 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  commune  est  têoù'^  et 
dont  les  hauteurs  sont  les  valeurs  que  prendra  z  lors- 
qu'on y  fera  simultanément  z:=o  et  a:=o,  x^=:cù  ^ 
a:  =  2rt>^  or  =  5fip,  etc.,  jusqu'à  ar=(m— -1)0»;  puis 
z  =  cû\  et  de  même  jr:=:o,  or  =  a»,  xz=z  am^  etc.^ 
jusqua  x:=z{m — i)^,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
z  =  (/i  —  \)eù'  et  x  =  o,  J?==»,  etc.;  c'est-à-dire 
que  comme  nous  avons  suppose  ^  =  F(â?,  z)^  si  Ton 
désigne  généralement  par  Y,^,,,  ce  que  devient  jr 
lorsqu'on  fait  simultanément  a:=iicà,  z^=.ï(tà\  les 
valeurs  successives  de  j^  seront 

to,o=F(o,  o),  Y..o=F(-r,o),...  Y^,.o=F[(m— 1>,  o], 
Y,,,  =^F(o,0,  Y,..  =  F(.,  •'),.-  Y„^.,,=F[(m-i>,  •^. 
Yo..  =F(o,20.  Y...r=F(*,2â»'),...  Y«....=F[(m— i>,2«T, 

Yo,  „-.  =F[o,  {m  ^i)i»'],       Y.,  „.,  =F(i»,  n— !>'], 
Yr^-.  =F[(2*,(/i-iy]. .  .Ym.,.„.,=F(m-i>,(n-i>']. 

La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à 
eyû)'Yo,  o ,  celle  du  second  à  û>û)'Y,  o,  çt  ainsi  de  suite; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides ,  ou 
pour  la  première  valeur  approchée  de  l'intégrale 
cherchée  : 

fjdxdz=a>co\\.^^    +Y..O    +Y.,o +Y.^.,.) 

+«^XYo,.    +Y.,.    +Y.,. +Y_.,0 

+W(Y.,.    +Y.,.   +Y.,. +Y„..,.) 

+^^'(Yo,  .-.+Y. ,  .^.+Y., .«. . .  .+Y„..,  .^0- 

On  peut  encore  y  en  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  le  cube 
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reprësenté  psiRjydûcdz,  regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commune  est  cûcà%  et  dont  la  hauteur  est 
la  yalenr  que  prend  z  lorsqu^on  y  suppose  simultané- 
ment z  =  n»'  et  ^  =  mcù ,  jp  =  (m  ! — •  i)af,  etc. ,  jus- 
qu'à a:=scû,  et  ainsi  de  suite,  en  remontant  jusqu'à 
z  =  û>'  et  x^=:mœ ,  jcs=:(m—  i)<»...  ar  =  û).  On 
trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l'intégrale 
cherchée;  la  première  représentait  la  somme  des  pe*« 
tits  parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu'on  veut  éva- 
luer ,  la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipède» 
qui  y  sont  circonscrits.  En  prenant  donc  la  demi- 
somme  de  ces  deux  expressions,  et  en  observant  que 
l'on  a  de  la  même  manière ,  en  ne  considérant  que 
les  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 

» 

*•  (j^OjoT"  *i,o  "T"  *>,o»'*t"  *"»— i,o) 
^^^^^  (î*o,o'T' *  i»o"P  *»,o«*»   I     *m— i,o  *T"  »*m,o)» 

on  trouvera  pour  l'expression  de  fjrdocdz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente 

4.àa^^QY,,.+Y.,.^.Y.,....+Y^.-.,.+^^^^     , 

ff 
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(jette  formule  représentera  d'attant  plus  exacte^ 
ment  la  râleur  de  Viniégvsie  J'jrdxdz  ^  que  le  nombre 
des  parties  dans  lesquelles  on  aura  divise  aet  b  sera 
plus  considérable ,  puisquil  est  évident  qu'im  multi- 
pliant le  nombre  des  parallélépipèdes  élémentaire» 
leur  somme  approchera  davantage  dii  solide  cherchée 
On  a  donc  ainsi  un  moyen  de  calculer  l'intégrale 
fjrdxdz  avec  toute  la  précision  qu'on  pourra  désirer  ; 
on  pourrait  d'ailleurs  déterminer  analytiqueraent  la 
correction  qu'on  doit  appliquer  à  la  ^formule  pré- 
cédente,  pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  Fin-* 
tégrale  qu'elle  représente  )  mais  comme  cette  formule 
de  correction  serait  très  compliquée  ,  et  qu'on  en  fe^ 
irait  bien  rarement  usage  dans  la  pratique  y  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas  ici. 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formules 

K,.'  =  ^/J'  f^  Rco8(f<p-r<p')rf<prf<p', 

où  les  doubles  intégrales  doivent  être  prises  depuis  ^ 
et  ^'  égaux  à  zéro ,  jusqu'à  ç  et  ^'  égaux  à  3^. 
Si  Ton  suppose 

B  z=r^f^''  /^  ^"^  Rsin  i(p  sin  i'(p'c/(p^' , 

2»-  J  o     J  o 

C  ==  4rr'"  n*  Rsmi(pcosî'p'd<pd(p' , 

VLTT  J   o       ,y    O 

ïl  =  -^  /       f^Kcosiiù  sîn  i'<p'd^d^'^ 
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Les  întégnOes  étant  prises  dans  les  mémee  limite, 
que  les  précédentes,  îl  est  clair  qu  on  aura  K, /=  A+B 
et  K\/  =  C  —  D  ;  on  aura  par  conséquent  les  valeur 
de  Kj  /  et  de  K'^ /,  dès  qu'on  connaîtra  celles  de  A ,  B, 
C  et  D^  Occupons-^nous  donc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

Commençons  par  la  première.  Si  l'on  veut  com- 
parer son  expression  à  celle  de  Fintégrale  générale 
fjrdxdz ,  îl  faudra  supposer  ^  =  ^ ,  ç'  =  z  et 
^s=F(ar,  z)=!sRcosf^cosr^'.  Les  intégrales  rela- 
tives à  ^  et  ^'  devant  être  prises  depuis  ^s  o  jusqu'à 
(p  =  TTfTy  et  depuis  ^'  =  o  jusqu'à  ^'=  a^r ,  si  l'on 
suppose  la  circonférence  entière  divisée  en  m  parties 

égales,    qu'on  substitue  successivement  <p  = 


m 


ç  =  2  .  — ^  ,  ^  =  3  •  — ,  etc.,  à  la  place  de  (p  dans 
R  ;  qu'on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  n 
parties  égales,  qu'on  fasse  successivement  ^'  =  — , 

^'=2.  ^,  ^'5=?5.  — ,  etc.,  dansR,  et  qu'on  désigne 

en  général  par  Rx,^'  la  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à  la  supposition  que  l'on  a  simultanément 

^  ^=  A  .  -^  et  ^'  =  A' .  —,  d'après  les  notations 
précédemment  adoptées,  on  aura  généralement 

Yx,  X'  =  Rx,  V  cos  {i\  ^^  cos  (l'A'  ^). 
La   formule  (  A  ) ,  en  y  supposant  ^  oo  =  -^  et 
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2V       ^^ /•_• ^ .      1     / .  27r 

m 


ù)'  =  — -  ,  et  en  faisant  pour  abréger  «=  £  -^  et 


«'  =  ^  — ,  donnera  donc  ainsi  : 

n 
^"^  '^''^^^ ^'  G^oto ^°'  ®  +I^.,oC08  «4-Ra.oCM a*  •  •+  jR^o  co»  »»*) 


) 


Pour  faire  usage  de  cette  formule^  on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  R^^  ^^  ^^»^7  ^^^v  ^^^ 
suite  on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

PI  =  -  R^  „  C08  o +R.  COS  «  +  R   COS  a«. . .+  -  R   cos  met, 

P'  =  -  R   coao  -h  R  cos  «t  +  R   cos  sa.  . .+  -  R   cos  /»«, 
«   a  o,i       »»«       »»»         a  "«t» 


y       I 


P   =  -  R      cos  6  -h  R.    cos  ei  H-  R      coi  aA . .  +  -  R       cos  ma,  ; 

et  Ton  aura  enfin  cette  expression  très  simple  ^ 

A=— •[-  P'  cos  o  4-  P'  cos«'-4-  P'cos  a«'.  .  +-P'  co8/i*\    (B) 
mn  \ao  «  »  a»  / 

En  changeant  dans  les  expressions  de  P'^,  P', ,  etc. , 
et  dans  celle  de  A  les  cosinus  en  sinus  ^  on  aura  la 
valeur  de  l'intégrale  que  nous  avons  représentée 
par  B ,  et  Ton  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C  et  D. 

Si  Ton  nomme  F  le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R ,  on  aura 
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Ce  termç  répond  à  la  supposition  de  i=  o  et  J^=o , 
ce  qui  donne  aso  etfz=zo.  On  aura  donc  pour  la 
valeur  de  cette  intégrale 

En  faisant 9  pour  abréger, 

/ 

ï^o  =  -  Ht,»  +  R,,o  H-  R.,o*  •  •  +  â  '^'"^ 
^1  =  -  Ro,i  +  Ri,i  +  Râ,i. . .  +  r  R»,i , 


P» 


-  I^o,ii  +  Ri,»  +  R.,.  •  •  +  2  Ru»,»- 


La  valeur  de  F  ainsi  calculée  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  équations  différentielles  qui  dé- 
terminent la  partie  séculaire  de  la  variation  des  élé-^ 
mens  des  orbites  planétaires. 

On  voit  donc  qu'il  sera  toujours  facile  de  déter- 
miner par  une  suite  d'opérations  très  simples  les 
coefficiens  de  l'un  quelconque  des  termes  du  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice ,  du  moment 
que  l'on  aura  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  Ro,o>  Ro,i  >  etc. 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités. 

Or,  R  étant  la  fonction  qui  représente  Faction  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m  et  m%  on  a 

\  y  (x'—  xy+  (y-  j-y  +  (z—  zy  ^^       / 
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Comme  la  partie  —  est 

commune  aux  deux  planètes ,  et  qu  elle  est  celle  qm 
entraine  les  plus  longs  calculs ,  il  sera  bon  de  la  cal- 
culer séparément ,  et  de  diviser  ainsi  la  fonctioû  R  en 
deux  parties.  En  n'ayant  égard  qu'à  la  première ,  et 
nommant  f  la  distance  des  Aexxx  planètes^  on  aui^ 


m 


R  =  —  ,  et  par  le  n°  I , 


f^  =x=  r*  -f-  r'*  —  zrr' cos* ^yco% (/  —  9) 
—  nrr*  sin*  \  y  cos  (i^'  +  v); 

r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  m'  dans 
leurs  orbites  elliptiques  y  i^  et  i^'  les  longitudes  vraies 
comptées  de  la  commune  intersection  de  ces  or- 
biteSk 

Nous  avons  nommé  précédemment  f  et  1^'  les  ano- 
malies moyennes  de  m  et  de  m!^  et  nous  avons  choiM 
ces  deux  variables  pour  les  abscisses  du  solidfê  parabo- 
lique dont  F(^^  ^')  représentait  l'ordonnée^  Si  l'oa 
suppose  donc  qu'on  remplace  dans  l'expression  prér 
cédenie  r^  r\  v,  9\  par  leurs  valeurs  en  fancti^ 
des  anomalie^  moyeniies  d^s  deux  planètes  ^  on  aura 

m' 

F(^,^')=  -p- — 7\  9  et  il  faudra  commencer  par  cal* 

culer  les  diverses  valeurs  de  f  (^,  ^')  qui  correspon: 
dent  aux  valeurs  successives  qu'on  peut  donner  à 
^  et  à  <p'. 

Pour  cela,  on  calculera  d abord  les  valeurs  du 
rayon  vecteur  r  et  de  la  longitude  v  de  la  planète  m 
(forrespondantes  aux  Valeurs  suCceteites  de  l'anomalie 


J 
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ihoyentie  (psi±o,Çs±=  —  ,  <ptssz2  —  f  etc. ;  <m  cal- 
culera de  même  les  valeurs  de  /  et  de  i/  cor-^ 
respondantes   aux  valeurs  de  l'anomalie  moyenne 

ç'  =  o,  ^'=:  - — ,  (p'  =  3  — ,  etc.,  et  Ton  formera 

un  tableau  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en- 
tre eux  les  l'ésultats  de  ce  tableau ,  de  manière  à  for- 
mer les  valeurs  de  chacune  des  quantités  représentées 

généralement  par  f  (a  —  ,  A'  —\  A  et  A'  pouyant 

prendre  toutes  les  valeurs  positives ,  comprises  pour, 
la  première,  entre  o  el  m,  et  pour  la  seconde,  entre 
o  et  n.  Ces  combinaisons  seront  ati  nombte  de  mX/z, 
ainsi  que  lés  quantités  à  former.  Ces  valeurs  calculées, 

on  en  déduira  généralement  R^,  x'  = ^ ,  et 

les  formules  (B)  et  (C)  donneront  ensuite  les  va-^ 
leurs  des  îiitégrales  cherchées. 

Tout  ce  qui  précède  s'appliquerait  de  même  évi*^ 
demment  au  calcul  de  l'intégrale  Jjrdpd^'y  résultant 
de  la  deuxième  partie  de  la  fonction  R  :  on  observera 
seulement  que  cette  partie  ne  produisant  aucun  terme 
constant  dans  le  développement  de  R ,  la  valeur  de  F 
n'en  sera  pas  altérée. 

26.  Lorsqu'on  aura  effectué ,  par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  dé 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  (p  et  de  (p\  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d'en  déduire  le  développement 
dç  R  en  fonction  des  longitudes  tadjeunes  »/  -f*  i  et 
^t  4- 1\  de  m  et  de  tn\  ic'est-a-dîre  sous  la  fonue  oxk 


^ 
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cette  quantité  est  ordinairement  employée  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires.  En  effet  ^  (p 
et  ^'  étant  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
et  mf,  on  aura 

(p  :=:  nt '-j^  é  —  œ    et     <p' =  n'£ -f- ^  —  C7'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  R  »  et  en  faisant 

R  z=  mT  sin  {iWt  —  int  +  i^-^U) 
+  mT'  cos  {i^n^t  —  int  +  it' — h) , 

on  aura 

mT  =  K|,,'  sin  (iW  —  ic»)  —  K\/  cos  (iW  —  ica), 
m!r=i  K|,/  cos(iW  —  icù)  +  K',,/  sin  (l'o»'  —  /û^). 

On  pourrait  encore ,  à  la  place  de  cp  et  de  <p\  em- 
ployer toute  autre  variable  que  l'on  voudra  pour  le 
calcul  des  coefficiens  du  développement  de  R>  il  suf-- 
fira  de  substituer  à  la  place  de  ^  et  de  (p'^  dans  les 
expressions  de  K^i' et  K'i /,  leurs  valeurs  en  fonction  de 
ces  nouvelles  variables.  Par  exemple^  si  l'on  veut 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u  et  u%  d'à* 
près  les  formules  du  mouvement  elliptique  ^  ^  on 
aura 

^  =:  a  *-—  e  sin  2^^       (p^  r=z  u^  —  e'  sin  m'  ; 

d'où  l'on  tire 

d^  =  du{}  ^-  e  cos  w),    d<p'  =  t/i/(i  —  e'  cos  f/). 

Les  angles  u  et  lé  ayant  d'aillenrs  les  mêmes  limites 
que  les  angles  ^  et  c'y  on  aura  donc 
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,-,/=5  — j  I         I       Rco8ti(«-««i"")**'f"''*'"0'*')]('-«co8i«)(i-e''co«u')darfu', 
'ij^=. I         1        IUinp{«-c8intt)-t'(w'-«i'imi«0]{i-«co»«Xï'*'co»tt')rfiMltt'j 

et  pour  le  cas  où  l'on  a  1  =  0,  1'=  o» 

On  rëduwa  les  coefEciens  de  R ,  sous  le  signe  inté- 
gral ,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
et  de  e%  et  l'on  effectuera  ensuite  les  intégrations  re- 
latives SLueï  k  ^^^ 

Four  cela,  il  faut  supposer  R  exprimé  en  fonction 
des  anomalies  excentriques  u  et  u'y  en  développant 
ensuite  R  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

R= SAi^j,  cos(m — iW)  +  2B|^/  sin  (iw — «W) , 

i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  positifs ,  négatifs  ou 
zéro  ;  on  aura  généralement 

A|  /  =  —  r  *  r     R  cos  (iu  —  iV)  du  du\ 

B|,i'  =z  —^  r    r    R  sin  (m  —  iV)  dudu\ 
et  en  particulier, 

H  est  aisé  de  V6ir  que  tous  les  termes  des  valeurs  de  K.  j' 
et  K'i  /  pourront  s'exprimer  au  moyen  des  quantités 
Àj,i^  et  B|y ,  supposées  calculées  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  i  et  de  f,  et  sans  qa'il  soit  besoin  de  nou- 
velles intégrations.  Quant  à  ces  dernières  quantités , 
on  les  calculera  par  la  mçtbode  exposer  plus  haut 
pour  les  intégrales  doubles ,  après  qu'on  aura  exprimé 
les  variables  qui  entrent  dans  Texpression  de  R  ea 
fonction  des  anomalies  excentriques  u  et  u\  Mais , 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  entraîne- 
rait dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente ,  et 
encore  ne  donnerait-elle  que  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  K|  /  et  K'i  /  exprimés  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  à  Tinclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  comme  on  les  obtient  par 
les  méthodes  ordinaires. 

Cependant  l'expression  de  la  fonction  R  en  série 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u  et  de  i^, 
jouit  d'une  propriété  particulière  très  remarquable , 
c'est  qu'on  peut  e^  déduire  immddiatemeat  les  valeurs 
des  intégrales  fd'^,  fdtfd'K^  et  des  autres  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  fKdt  qui  entrent 
dans  les  expressions  des  variations  des  élémens  de 
l'orbitç  de  m,  développées  en  séries  semblables, 
sans  être  obligé  de  substituer  les  valeurs  de  u  et  uf 
en  foQCtion  du  temps  t  avant  les  intégrations.  En 
effet  9  soit 

/^R=2AVcos(/m— iV)-h2BVsin  (i«—  fii), 

et  supposons^  comme  précédemment, 

Rc=î2A,./ cos (Jm  —  /V)  4- SB^^/sip  (iu  —  «V).  {c) 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  u  cette   dernière 
équation,  qu'on  différentie,  par  rapport  aux  varia- 
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Ues  iê  et  u',  la  première,  et  qu'ensuite  ou  compare 
aéparément ,  dans  les  équations  rëmiltantes  ^  les  ter^ 
mes  affectés  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u 
et  u' y  en  observant  qu'on  a 

,                ndt  j  f        ^    n'dt 

du=z ,      du  = 


I  —  e  C08  u  ^  I  —  é'oos  u'  ' 

* 

on  trouvera  les  deux  équations  suivantes  : 

i-ecosii  \i-ecûsi#     i-ecosM/ 

i-ecosM  \i-ecosM     i-ecoswy. 

Considérons  d'abord  la  première.  Si  Ton  multiplie 
les  deux  membres  par  (1—6  cos  tt)  (i—  e'  cos  w')  ^ 
on  aura 

ii2  îAi,  /  sin  («a  -—  *'i«')  —  neXiki,  /  sin  (î w  —  Hu')  cos  «'    ) 

-|-  n'eJï'A'iy  sin  (iM  —  i  V)  ços  u.  J 

Mais  on  a  identiquement 

Ik'i,  i*  sin  (m  —  îxi)  cos  m  =  ^2  A'i,/  sin  [(/  +  i)w  —  îvtl 
+  isA^/sin[(*— 1)1/— *'u']=is(A^..,/+A'^.,,/)8in(/«— l'ttOr 

et  de  même 

2Ai/8in(tM— *V)cos»'  =  i2(Ai/„,  +Ai/^,)  sin(iM— iV)^ 
SAV*iB(ia-^iV)co«  w' «iXCA'i/.,  -+  A'i/+,)sin {iu — iV) , 

L'équation  (e)^  en  y  substituant  ces  valeurs,  et  en 
comparant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem*- 
bres,  donnera  ainsi  : 

(m-fn')A^,/-i^W(A^/.,+A^/^.0+|^n'e(A'i^./+A^>./^ 
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et  en  opérant  de  la  même  manière  sur  la  seconde 
des  équations  (d)^  on  aurait  entre  les  quantités 
B'i,iS  B'|,|'_.,  etc.,  B,,/,  Bir-.,,  etc.,  une  équa- 
tion semblable» 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  équations,  de  dé* 
terminer  la  valeur  des  coefficiens  A'i^i',  B'j /,  lorsque 
celle  des  coefficiens  A,^|',  B, /,  du  développement  de 
R  en  série  sera  connue ,  quel  que  soit  le  procédé 
qu'on  ait  suivi  pour  l'obtenir.  En  effet ,  supposons 
qu'en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  membre  de  Té- 
quation  (g) ,  on  ait 

A,-.i'~  îe'(A.v'«,+  Ai.i Vi)  =  PCo3+PCO+pCO+pC3)4.  etc. ,  (h) 

pCo)^  pc«)^  pco^  etc.,  étant  des  quantités  connues,  dontla 
première  est  indépendante  des  excentricités  ,  ^la  se- 
conde est  un  binôme  dont  les  deux  termes  ont  pour 
facteur  e  ou  e\  la  troisième  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a  pour  facteur  l'une  des  trois  quantités  e%  ee\ 
e'%  et  ainsi  de  suite. 

Soit  de  même 

.V,,=  Qt>+Q.':',  +  Q5  +  Qf,  +  e,c., 

oùQ  °.,,  Q^. ., ,  etc.,  sont  des  inconnues  qu'on  supposera 

ordonnées  par  rapport  à  e  et  à  e',  de  la  même  ma- 
nière que  les  quantités  connues  P^^^,  P('>,  PC»^,  etc.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (h),  et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  aura 
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lin  —  tV)  Q^**^  =  inPC<^) , 

{in  ~  fn')  Q^'^  =  inPCO  +  1  iW  f Q^''^      +  Q^O    "\ 

etc. 

La  première  de  ces  équations  donnera  immédiate* 
ment  le  premier  terme  du  développement  de  Â'i^  |%  et 
l'on  en  déduira  successivement  autant  de  termes  de 
cette  série  qu'on  voudra,  au  moyen  des  équations 
suivantes.  On  obtiendra  de  la  même  manière  la  va- 
leur en  série  du  coefficient  B'< /•  La  valeur  de  l'inté- 
grale /WR  étant  ainsi  complètement  déterminée ,  on 
en  déduira  celle  de  rintégraley^^yZ/'R,  en  substituant, 
dans  l'éqciation  (c),  fd'Kklai  place  de  R.  On  pour-^ 
rait  étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 

aux  intégrales  plus  générales  /Rif/^y/H^^V  ^^  ^<^ 
en  déduirait,  par  la  différentiation,  les  diffisrences 
psirtielles  de  fRdt,  par  rapport  aux  élémens  de  l'or-^ 
bite  de  m  y  qui  entrent  dans  les  formules  qui  déter- 
minent leurs  variations.  On  aurait  donc  ainsi  les 
variations  finies  de  ces  élémens,  sans  être  obligé, 
pour  effectuer  les  intégra^ons ,  de  réduire  la  fonc- 
tion perturbatrice  à  ne  renfermer  explicitement 
qu'une  seule  variable  ;  mais  cet  avantage  paraîtra 
bien  faible,  si  l'on  observe  que  les  élémens  de  l'or^- 
Tome  ffl.  9 


ï' 
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bîte  troublée  se  trouveront  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  u  et  u',    et   qu'3 
faudrji  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus dec;  multiples  des  longitudes  moyennes  ïU^-^^ê, 
vlt^^.  Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
fi,  fRdtjt  etc.,  nç  nous  parait  donc  qu'un  point 
curieux  d'analyse;   elle  entraînerait  le  calculateur 
dan^  des  opérations  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires^  et  nous  ne  l'avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention,  et  qu'il  nous  sesablf  il  utile  d'en  sigaalqrks 
iBCicmvénteiifi. 

Au  reste,  oe  que  nou&  avons  dit  précédemment 
luffita^  dans,  tou^  les  cas,  pour  obtemr  d^une  ma^ 
Bière  très  approchée  les  valeurs  des  eoefficienS'  de 
U  sarie  qui  résuite  du  développement  de  la  foiKtlon 
pertucbatriee ,  toutes  les  fois  que  i  et  î'  ne  seront  f^n 
^  trop  grands  nombres;  car  on  voit,  d'après  les' va<^ 
l€Hu»\de  Vof  P'ï  9  P'a ,  etc.  {ja^  aÇ)^  qu'on  serai  oblige 
de  resserrer  de  plus  en  plus  les  ordonnées  du  cube  (mh 
xabolique  li  nXesvire  q^'on  considérer^  des  ùiégaUtts 
déjpeadantea  de  multiples  plus  élevéi|  des  anomalies 
mojiei^tiea  des  deux  pianotes,  pour  qt^e  lea  tesmeii 
domt  œs  ^antités  se  composent  ne  chaogeQt  pas  tr6p 
souvient  de  signe,  ce  qui  nuirait  a  leur  exactitude. 
Ç  pdUDra  done  arriver  que  les  ealeuls  devieuaeot 
ilUf^ëbleà  par  leur  mul^plieité ,  et  l'on  sera  oblige 
alors  de  renoncer  aux  avantages  qu't>ffre,  sous  d'iiutres 
capportf,  V^n^ploî    ^^  ^^^^   méthode.  Mais  nous 
rexiendi^ons  sur  eei  objet   lorsque  nous  nous  oc^ 
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cuperons  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques  des  inégalités  planétaires ,  cette  di- 
gression nous  ayant  déjà  écarté  trop  long  «-temps 
du  sujet  principal  que  nous'  traitons  en  ce  mo- 
tfnent* 


•  • 
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CHAPITRE  III. 


I" 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

27 .  Nous  ayons  divise,  dans  le  livre  II ,  les  inégalités 
des  planètes  qui  résultent  de  leur  action  réciproque, 
en  deux  espèces  distinctes ,  les  unes  séculaires  ^  les 
autres  périodiques.  Dans  le  chapitre  YIII  du  même 
livre  y  nous  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières, et  dans  le  chapitre  IX,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  et  celles  qui  dépendent  de 
leurs  premières  puissances.  Mous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d'une  puissance  quelconque  des  excentridlés 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  da 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y  a  deux  élémens 
à  considérer,  le  coefficient  et  l'argument  ;  le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l'inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fonction  perturhatrice ,  qui  dépendent  du  carré  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons^ étant  en  général  insensibles,  ils  ne  peuvent 
produire  d'inégalité  considérable  dans  le  mouvenient 
d'une  planète ,  que  par  les  petits  diviseurs  que  Tinté- 
gratidn  leur  fait  acquérir  n"  5g  ^  livre  IL  La  gran- 
deur de  chaque  inégalité  dépend  donc  non-seulement 
de  l'ofdre  de  termes  auxquels  elle  appartient ,  mais 
encore  des.  modifications  que  les  termes  de  la  fonc-^ 
tion  perturbatrice,  auxquels. elle  correspond  y  subis^ 
sent  dans  les  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé.  * 

Si  le  coefficient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  a  une  valeur  considérable , 
l'argument  prendra  des  accroissemens  rapides,  la 
période  de  l'inégalité  sera. courte,  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  1  ordre  auquel  elle  appar- 
tient, relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites.  Dans  la  théorie  des  planètes 
principales  t  on  ne  porte  ordinairement  rappit>xima« 
tion,  relativement  à  ces  inégalités,  que  jusqu'aux 
termes  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  dépendent  de  la  première  puis-** 
sance  des  masses  perturbatrices.  Cette  approximation 
suffit;  et  d'ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  se 
manifestent  promptement  aux  regards  de  l'observa- 
teur, il  n'est  pas  à  craindre  que  la  théorie  puisse 
en  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  considé- 
rable. 

Si  au  contraire  le  coefficient  du  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  est  une  très  petite  quantité  ^^ 
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l'argument  croit  a|ors  avec  une  grande  lenteur,  ha 
période  de  l'inégalité  est  très  longue,  et  pendant 
long -temps  on  peut  r^arder  ses  accroî«^enien& 
comme  proportionnels  au  temps.  Ce  n'est  donc  que 
par  la  coqapàraison  d'observations  très  éloignées  que 
de  pareilles  inégalités  peuvent  devenir  sensibtef;  et 
elles  ont,  comme  on  voit,  tous  les  caractères  dt 
véritables  inégalités  séculaires.  On  les  â  noflmiéefe 
inégalités  à  longue  période^  et  leiar  tbéorie  est  d'au- 
tant plus  importante  dans  Texpositioa  analytique  ait 
système  du  monde,  qu'après*  avmr  été  regardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  hk 
pesanteur  universelle,  elles  en  sont  devenues  une 
des  preuve  les  plus  convaincantes  depuis  qu'on  en  a 
reconnu  les  véritables  causes. 

C'est  k  Laplace  qu'on  doit  cette  découverte.  Les  ob^ 
servations  anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  dans  celui  de  Saturne 
deux  grandes  inégalités  qn'on  avait  en  vain  cherché 
à  expliquer  par  la  théorie ,  parce  qu'on  ne  supposait 
pas  qu'il  put  exister  dans  le  mouvement  des  planètes 
aucune  inégalité  sensible  parmi  les  termes  dépendazid 
des  puissances  dfô  excentricités  supérieures  à  la  pre-^ 
mière*  Ces  inégalités  sont  affectées  de  signes  €Oii*« 
traires,  en  sorte  que  si,  par  leur  effet,  le  moyen 
mouvement  de  Jupiter  parait  s'accélérer ,  le  moyen 
mouvement  de  Saturne,  au  contraire,  parait  être  re- 
tardé, et  vice  versd.  Enfin,  Laplace  remarqua  en** 
core  que  l'accélération  du  moyen  mouvement  de  là 
première  de  ces  planètes ,  déterminé  par  Halley ,  était 
au  ralentissement  du  moyen  mouvement  de  la  seconde^ 


} 


Dû  SYSTÈME  DU  MONDÉ.  i3i 

a  très  peu  pràd  tomme  là  mé^se  de  Sâttirhe,  toiilti^liée 
par  la  tàtâint  Carrée  de  son  dehli-grancl  àxé ,  est  à  là 
masse  de  Jupiter  mtiltîplîéè  dé  iriêiiïie  pdr  là  racine  càt<- 
rée  de  \A  i6oM0  dtf  grand  a:te  de  sob  ôrbîte.  Ces  diverses  ' 
rélatiotià  é0nt  celtes  qu'indiqué  lé  tbéoHé  entre  lèë  ihéf 
galitës  à  loùgtâé  jpérîëdè  de  dëtix  plàdlffës  f éagissàrii 
ranê  ^t  Yààttê.  Cottifiie  é'àiHëtf^  lëè  ifiéyéiiÀ  môti- 
veiâetts  ilâ  pentënf  ètfé  sùttinh  k  aiieùnè  \hêgàtiiè 
tedép^ittkâtë  âe  ieùf  dôfnfi^Mtion  jnùftiélle,  La^îâcd 
6e  d6ti|li  pW  qtté  léS  iri^gàlitfe  dont  il  s'agit  ne  vê- 
sultassénf  dé  l'ëifctiaAI  f^iptk>^ué  dé  Jupiter  et  de  $a-^ 
iûtné,^  et  ^lië  èéis  inégalité ^^  j*angéés  parmi  célfés^uë 
Véii  art  ait  ifegarèéës  jùsqiife-lk  tômmé  înâppréteîables, 
Hé  deVltiteént  sensibles  par  l'effet  de  quelque  circohs- 
tàikVé  f)iar%iéulièf^.  En  effet ,  \éë  nièjehs  tiiouvémenls 
4é  ti^  deUi  pkd^s  épprofcbàrit  Beàtièoup  <i'étré 
c6âitn«tf^rà&le^,  ëû  sôrfé  que  cinq  fois  le  moyen 
Btoéhreftièftft  de  Jupiter,  rijoiiis  deux  ftfis  cdùi  dé  ^à- 
furâë ,  ^t  tiilé  %tèh  petite  <piàntité ,  tixiêgàTiié  à  lon- 
^  péi^iddé  qdl  dëpéhd  de  tei  àrguitaéht  peut  dfe ve- 
mt  considérable  éh  acqueralrif  cette  petite  qkânûlé 
pOiïr  di^tîséur,  quôiqu'eDe  s6M  àù  moins  dû  ti^isieme 
Ardi^  par  rappOfrt  aux  e!xcéntricitës  et  aux  inclinai- 
séhs.  Le  «âllcful  é6i!ifii^af  pieîtfemen^  éétté  conjecturé'} 
et  c'est  ainsi  que  cette  découverte ,  l^ùdé  dés  ptti^ 
hél^  dé  r Adtft>Ûô)â^ie  ^by^ique  ^  i^éi^trhà  d'une  sifite 
dé  éènsi^i^ât^ns  fondées  sûr  là  tbébtie^  sàûs  que  lié 
hlfêdré  >  quel^eftHS  si  favorable  ttiëixié  atnè  géôàiè- 
ti^^  y  dit  eu  àiïd&ne  part. 

Béty  0St4é  méiiié  dé  toulés  les  mé^âiitës  de  rcs^ècé 
èé  <^\^  qiÊéù&M  àyàità  Aémriiéés  ttiêgatitës^à  Un^ 
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« 

gues  périodes;  elles  seront  d'autant  plus  sensibles^ 
que  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  qui 
réagissent  l'une  sur  l'autre ,  approcheront  davantage 
d'être  commensurables;  et  l'on  voit  que  plus  elles 
croîtront  avec  lenteur,  plus ,  toutes  choses  égales  d'aîl- 
leurSy  elles  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégalités,  Les  plus  importantes  sont  celles  de  Jupiter 
et  de  Saturne ,  à  cause  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi- 
ciens;  et,  par  cette  raison,  on  a  été  forcé  de  porter 
dans  leur  calcul  l'approximation  jusqu'aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  et 
jusqu'aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu'on  a  ainsi  obtenus  représen- 
tent les  observations  avec  une  grande  précision.  Une 
inégalité  à  longue  période  existe  encore  dans  le  mauve* 
ment  de  la  planète  Uranus;  une  autre, mais  beaucoup 
moins  sensible,  dans  le  mouvement  de  Mercure;  en- 
fin, on  a  découvert,  dans  ces  derniers  temps,  dans 
le  mouvement  de  la  Terre  une  inégalité  de  même 
espèce,  dont  le  coefficient  est  peu  considérable,  il  est 
vrai ,  puisqu'il  ne  s'élève  guère  qu'à  deux  secondes, 
mais  que  cependant  les  observations  modernes  ren- 
dent sensible ,  et  qui  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à  la  construction  des  ta^ 
blés  du  Soleil. 

La  théorie  des  inégalités  à  longue  période  va  par- 
ticulièrement nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Nous 
déterminerons  celles  du  rayon  vecteur,  de  la  lon^ 
gitude  et  de  la  latitude,  qui  dépendent  d'une  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
la  méthode  fondée  sur  l'intégration  directe  des  équa-* 
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tiens  différentielles  du  mouvement  troublé ,  et  ensuite 
le  procède  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  lavons  fait  dans  le  livre  II ,  nous 
montrerons  Taccord  parfait  de  ces  deux  méthodes , 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à  cha- 
cune d'elles. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres ,  en  y  substituant  les  va- 
leurs relatives  à  chaque  planète.  Ce  grand  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè- 
tres avant  même  l'apparition  de  la  Mécanique  ce- 
leste;  cependant  il  n'avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  :  de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont. été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvrage.  J'ai  donc  pensé  qu'il  serait  utile  de  re- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherches de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  pour  présenter  dans  un 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  les  plus  exacts  qu'on  ait  obtenus  jusqu'à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 

28.  Reprenons  la  formule  (5)  du  n**  89  du  livre  II  i. 

m 

dKrfr        fi.rèr  ^,,p  /dR\  .  v 

-5^  +  -p VaR~r(^)=:o.    (i) 

Si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n*  48,  r=  a(i-f-tt), 
€t  qu'qn  observe  que  par  les  formules  du  mouvement 
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elliptique  on  a  ^=^n*,  on  aura 

ou  bien 

En  faisant  donc^  pour  abréger, 

F==5tt— 5tt*4.4«^— 5i^+6M*--7tt*+8w'--9w*-Hete., 

l'équation  (i)  deviendra 

"î^^-nVj^r— a/iVFcTrw-a/rf'R  — r^c==o.   (a) 

D'après  l'expression  du  rayon  vecteur,  u,  et  par 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  l'ordre  des  ex- 
centricités ,  il  suffira  donc ,  dans  l'équation  précé- 
dente ,  de  substituer  pour  J'r,  dans  les  termes  naulti- 
plies  par  F,  la  valeur  de  cette  quantité  résultante  des 
approximations  qui  précèdent  celle  que  Ton  consi^- 
dère.  Si  donc  on  substitue  pour  u  sa  valeur  dans  F, 
et  pour  /r  les  valeurs  résultantes  des  premières  ap- 
proximations ,  et  qu'on  fisisse ,  pour  abréger  ^ 

on  pourra  regarder  P  comitre  détreloppé  en  utte  suite 
de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  U  planète 

• 

perturbatrice*  Soit  donc  Q^"^  {fit  +  f)  l'un  qudeon- 
que  des  teriMS' de  e^lt^  suite-;  en  ti'ayiaïit  égà«d  q\xk 
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ce  terme ,  on  aura 

et  Von  satisfera  à  cette  équation  en  faisant 

rj^r  =  -^  "°  (fit  H-  f). 

On  déterminerait  de  la  même  manière  chacun  des 
termes  de  la  valeur  de  rSr  correspondant  au  terme 
que  l'on  aura  considéré  dans  la  fonction  P  ;  et 
d'après  la  théorie  des  équations  linéaires,  la  réunion 
de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  complète  de 
la  quantité  rj'r. 

Gela  posé^  considérons  dans  R  un  terme  ^  de  la 
foripe  : 

En  observant  que  r —  =^3- >  ï**  4*  ^^  ^^^*  ^®"* 
lativement  à  ce  terme  :        ."^ 

et  si  Ton  observe  qu  en  faisant  /^  =  i ,  ce  qui  revient 
à  prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m,  on  a  a^n*  =:  i ,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  en  résultera,  dans  la  valeur  de 

— r- ,  le  terme  suivant  : 
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où  i  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
gatives depuis  zéro  jusqu'à  Finfini. 

Le  diviseur  de  cette  expression  étant  la  difierence 
de  deux  carrés,  peut  s'écrire  ainsi 

\i{n!—n)+{l^i)r{\  [i(n  — w)  +  (/—  |)/^]  ; 

et  si  l'un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité,  l'inégalité  précédente  pourra  devenir 
considérable. 

Dans  l'impossibilité  où  Ton  est  de  calculer  rigou- 
reusement toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  des*  excentricité 
et  des  inclinaisons,  à  cause  de  leur  multiplicité^  on 
doit  s'attacher  spécialement  à  celles  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l'intégration,  et  l'ex- 
pression (5)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaître à  priori. 

En  effet,  tous  les  termes  du  developpement.de  R 
sont  généralement  insensibles,  lorsqu'on  passe  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons , 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  ;  et  si  ces  termes 
produisent  ensuite,  dans  l'expression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante ,  cela  provient  né- 
cessairement de  ce  que  Tintégration  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  rendent  considé^ 
râbles.  Cette  circonstance  se  présente  toutes  les  fois 
qu'il  existe  quelque  rapport  de  commensurabilité 
entre  les  moyens  mouvemens  de  la  planète  trouolée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 
croissent  avec  une  grande  lenteur,  puisque  le  coefil- 
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cieat  du  temps ,  sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées^  est  supposé  une  très  petite  quan- 
tité ;  elles  mettent ,  en  général ,  plusieurs  siècles  a  pas* 
ser  de  leur  mcuvimum  au  minimum  de  leurs  valeurs , 
et,  par  cette  raison ,  on  les  a  nommées^  comme  nous 
layons  dit ,  inégalités  à  longue  période. 

On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables  , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc^  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d'une  planète ,  on  commencera  par  former  les  trois 

quantités  £  (n'  —  n)  +  ('  —  0  '^  ^  '  (^' —  ^)  +  '^  > 
i(/i' — /i)  +  (i+  i)»f  dans  lesquelles  l  sera  Texpo- 
sant  de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s'est  arrêté  (n"*  4)  f  ^^  ^  pourra 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  pos- 
sibles, depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Si  parmi  ces  va- 
leurs il  en  est  qui  rendent  Tune  des  Irois  quantités 
précédentes  très  petite,  on  considérera  dans  R  le 
terme  qui  leur  correspond,  et  Ton  déterminera  par 
b  formule  (3)  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  l'ex- 
pression du  rayon  vecteur;  on  réunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument,  et  qu'on  déterminera 
de  la  manière  suivante  : 
Nous  avons  supposé 

F  =  —  5m  +  3i/»  —  4^'  +  5z^*  —  6«*  +  7w'  i 
—  8m'+  Qtt'  —  etc.  « 

On  a  (n*  3) 
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d'où  Ton  conclara 

H-  22r  «$  cos  5(/it  -h  «  —  •)  +  eic-)- 

Soit  maiotenaat 
G  cos  [i(n*t  —  nt'^é' —  e)  +  gnt  -f.  gé-(-  >»)] 

Fan  des  termes  de  la  valeur  de  —    dépendant    des 

puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un 
ordre  inférieur  à  celui  que  l'on  considère^  et  déjà  dé* 
terminé  par  les  approximations  précédentes.  En  com- 
binant cette  yal^nr  arec  la  précédente ,  il  en  résul-' 
tera  dans  la  fonction  an*.¥J^r  des  termes  de  cette 
forme 

\  awn  cos  [i{n't  ^  «^  -f-  g'  —  «) 

où  i  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
^t  négatives ,  en  y  comprenant  a^éro  ;  et  où  l'on  doit 
supposer  successivement  fzs:  i,  /"==  2,  y*=  3,  etc. 
Si  parmi  ces  termes  on  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a  g  d=  y*  =  2^  et  où  le  coefficient  H  est  du  même 
ordre  ^  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  ineli- 
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Q^isons  j^  que  les  inégalités  que  Ton  veut  oïlçul^r  ; 
qii'oq  les  substitue  daus  Féquatioa  différeutielle  (2)  ^ 
et  qu'après  l'intégration  on  les  réunisse  aux  termes 
qui  résultent  directement  de  la  fonction  R ,  et  que 
nous  avons  déterminés  plus  haut,  on  aura  toutes 

les  inégalités  de  —   qui .  dépendent  de   l'argument 

î(n^t  —  Ht)  -ff  fc<,  et  qui  peuvent ,  par  consé- 
quent^ devenir  sensibles  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur.  On  trouve  ainsi 

I — i  /ï'ïH  C08  [i  (n'f  —  /|<  H-  i'  —  ♦)  +  /« t  -h  /#  -h  /] 
a*  [i  {/»'  -Tf  n)  4-  /»]  •  ^  n» 

la  caractéristique  Z  devant  comprendre  tous  les  ter- 
mes de  la  fonction  FJ^r  qui  dépendent  de  Targumeut 
in't  -|-  Ç/  —  £)  nt ,  et  qui  sont  de  l'ordre  l  par  rap- 
port aux  exceptricités  et  aux  inclinaisons. 

En  donnant  ai,  dans  cette  formule^  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives^  y  compris  zéro , 
on  ^ura  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur  de  l'or- 
dre /  dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  4e  ^'t  de  l  uuités. 

29.  Déterminons  les  termes  correspondans  de  la 
valeur  de  J^p;  çii  £i»  par  h.  formule  (6)  du  n**  89  du 
livre  II, 


nrd.^r  r^drlr 


1 .  I 


^tm  [3//*.rf»R4-  »/r(^)dr| 


En  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  le  dénomi- 
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uateur  \/i  —  e%  et  en  ne  considérant  d^abord  que 
la  partie  de  cTi^  qui  dépend  de  la  fonction  R,  on 
aura 

J^i;  =  _  Zafndtfd'K ^  2a  fr  (^) .  ndt  ;     (6) 

par  conséquent  y  en  vertu  du  terme 

m'A:  cos  [i{n^t  —-71^+^'  —  «)  +  //li  -f-  &  4-  6] , 
que  cette  fonction  renferme ,  on  aura 

I  et  Z  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  la  quantité  z(n'—  n)  -^In  est  très  petite ,  il. en 
résultera  dans  S'i>  une  inégalité  d'autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  l'expression  précédente.  C'est 
donc  spécialement  au  calcul  des  inégalités  qui  sont 
assujetties  a  cette  condition  qu'il  faut  s'attacher  ;  et 
elles  sont  d'autant  plus  importantes  à  considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  En  effet,  en  faisant 
lC^z=Lfndt^  on  a  (n°  45,  livre  II) 

/Ç  =  —  Zffandt.dK. 

En  n^ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonction  R ,  qu'au  terme  que  nous  considérons,  on 
aura 

a  /;  ___  t\mfn.* 


/^ 


ou  STStÈME  DU  MONDE.  148 

La  partie  de  J^i^  qui  a  ponr  diviseur  le  carré  de 
Kji'^-^n)  4-  J^  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  varia- 
tion du  moyen  mouyement  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne  ni  -|-  g.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  l'époque  ;  mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres^  ok)  pourra,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  S's^  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 

tonsidcrons  mamtenant  la  partie ^-tj ou 

^d.rhr — drit  ^    1,  •       j      i\      t  ^.^,  'T.d.ri'r 

— ^j-^j de  1  expression  de  &\^.  La  quantité  ~qr^ 

s'obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  coeffi^ 
dent  de  l'expression  précédente  de  — ^  par,«..« 
'-'  LH^  —^) .  J^i  ^  Qi^^  changeant  ensuite  les  cosinus 

en  sinus»  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisserons 
sous  cette  forme. 

Quant  à  la  quantité  ^-^j»  ^'^sl  d'elle  que  résul- 

tent  dans  cJV  les  termes  indépendans  de  R,  qu'on 
calculera    de    la    manière    suivante     :     l'équation 

dr  du 

r=a(i  -+-  u)  donne,  en différentiant  — -j s=  -j-.  En 

vertu  de  la  valeur  de  u  rapportée  plus  haut ,  on  aura 
donc  ^ 


Tome  IIL  10 


*3#<"-'   *  '^' -g.   iiM)p'!:'^T--'';ar*^*^' 
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-  5  e'  H-  —  er  )  sin 
8      ^  igi     J 

(/it4-« 

— 

«) 

+  («*- 

- 1 6*  j  sina  (7i^-4~  €- 

-0,) 

+  Q^ 

•"TiB^)®^"'^^^ 

+i- 

0.) 

+  1^' 

3in4(/}^  +  <  —  û>) 

' 

H-  ggj  e*  siû  5  (n^  4-  € — û>) 

etc» 

Représentons  par  A  cas  f{nt '^  i '^  ea)  un  term^ 
quelconque  de  cette  suite  ^  et  considérons  comme 

{HMedeiliBient  dans  ^  le  terme 

G  ces  [i(/i'< -*-/*<•+•  i' —«)  + gi»*  H- g«  +  ^  ]  • 

Si  Ton  conibiae  ce  terme  screù  ceux  dont  se  <H>m'* 
pose  Texpression  précédente  de  —^ ,  il  eu  réraltort 

dans  le  produit  — y  .  —  une  suite  de  termes  de  cette 

■^  andt     a 

X 

forme  t 

» 

^  Ksin[i(n7-/ii+f'-€)+(g=t/)(/i«H-€)4-)8], 


g  et  i  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  posi- 
tives et  négatives  y  y  compris  zéro,  et  le  signe  supé- 
rieur ayant  lieu  quand  /est  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire  «  On  voit  de  plus, 

par  l'expression  de  — ^ ,  que  f  est  l'exposant  de  là 


/ 
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pqÈissaiioé  la  vkiÀûs  éferëd  de  l'ôxcetitricité  e  dàttô  la 
série  que  ^  représente* 

Si  xlaos  la  suite  dû  termes  ainsi  détermines  ùtt 
choisit  ceux  où  l'on  a  g:izf=i,  et  si  on  les  réunit 
auit  termes  qui  résultent  directement  du  développe- 
mettt  de  R,  et  dont  Texpression  a  été  donnée  plus 
baut ,  on  aura  alors  tous  les  termes  de  J^p.  qui  dépen-  . 
dent  de  Targuaient  r(/i'  —  n)t  -}-  Int ,  et  que  l'inté- 
gration  peut  rendre  sensibles.  On  trouverai  ainsi^ 

'^•^TT'  =F  "2K  sin  p  (n't  —  «£  -f-  /—  ,)  -f-  Int  +  U -f  /S]  I 

/  étant  susceptible  de  toules  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro,  /étant  le  nombre 
d'unités  dont  le  coefficient  de  n't  surpasse  on  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt^  et  le  signe  Z  devant 

comprendre  tous  les  termes  du  produit  — ^  qui  dé- 

|iendent  de  l'argument  i(n' — h)  t+lnt,  et  qui  sont 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  du 
même  ordre  que  K. 

lia  période  des  inégalités  du  rayon  vecteut  et  de 
la  longitude  dont  nous  venons  de  donner  Texpression 
générale  étant  supposée  très  longue ,  les  élémens 
«Utptiquas  des  orbites  de  m  et  de  m' changeront  peu-* 
dant  cet  intervalle ,  en  vertu  de  leurs  variations  sé- 
culaires ;  et  pau^  Vexactitude  des  résultats,  il  sera  né^ 
cessaire  d'avoir  égard  à  ces  altérations  dans  les  for^ 
mulôs  précédentes*  C'est  à  quoi  l'on  parviendra  très 
simplement  de  la  manière  suivante  : 


.**' 
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Nous  supposerons  aux  termes  du  développement 

de  R  qui  de'pendent  de  l'argument - 

ifn't  —  n«  +  è'  —  e)  H-  Z/i^  -f-  &  cette  forme  :    ^ 

R  =  mTsin[i(n'<  —  /ï^  +  €'  —g)  +  &i^  +  &] 
+  mT'cos[î(/i'^  —  nt-h  e'  —  é)  + 1^^  "H  '«]• 

En  diffçrentianl  par  rapport  à  n/ ,  on  aura 

drR^-^m\i^T)ndtVco?{i{n't  ~  n^H-/—  0  +/'»^+ 1^ 
^m\i'^l)ndtP's{n\i(n't—nt+e''—i)+ Int-^  &]. 

Si  l'on  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parties  en  y  regardant  P  et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  éiémens  des  orbites  de  m  et  de  m', 
on  aura 

r  gc/P 3€f«F 

r  gffP^ 3d«P  

.    /    rfP      rf*P       d^  ,  j.       .         , 

Les  quantités  -^ ,   ^ ,   -^  ,     etc. ,    décroissant 

avec  une  grande  rapidité,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  éiémens  elliptiques,  on  pourra >  dans 
la  plupart  des  cas,  n  avoir  égard  qu'aux  deux  pre- 
miers termes  des  séries  précédentes. 

On  aura  ensuite,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
deR, 
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11  est  inutile  d'avoir  dgard  aux  yariatioiK  des  quan- 
tités P  et  P'  dans  ce  terme  ^  qui  est  toujours  trè» 
petit  relativement  au  précédent;  la  valeur  de  Su 
deviendra  ainsi 


^,rir 


v[ï(/ï'-/i)-^//i]«  L        [i(/» -/i)-f-/n]a/ J     i(/i -n)-f-//i     c/rt*        ""^  '  I 

On  obtiendrait  relativement  au  rajon  vecteur  une 
expression  semblable ,  en  introduisant  à  la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  Féquation  différentielle  (i), 
et  en  l'intégrant  ensuite ,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité de  P  et  P';  mais  comme  les  termes  qui  en  ré* 

sûlteraient  dans  l'expression  de  —^  sont ,  à  très  pea 

près  y  insensibles ,  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération.  .       . 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  -^ ,   -^  ,  -^r  r 

-r^  f  etc^ ,  il  faudrait  différentier  les  quantités  P  et  P' 

par  rapport  aux^élémens  elliptiques  que  ces  quantités 
renferment,  en  substituant  ensuite,  au  lieu  des  dif- 
férences de  ces  élémens  y  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps ,  on  aurait  les 

expressions  de  ^ ,  -3-  »  "^T^  1?'   ^^^^>   develop- 


i 
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pées  de  Ik  même  manière;  en  s'en  tenant  aux  termes 
multiplies  par  le  carré  du  temps,  l'expression  precé» 
dente  de  ^i^  i)rendra  alors  cette  forme  : 

(A  +B  <+C<*)sin[i(/2'/— 7ir+4'— O^+^'^+^l 

et  cette  expression  pourra  s'étendre  en  général  à  pliv- 
sieurs  siècles ,  ayant  et  après  Tinstant  que  l'on  aura 
choisi  pour  époque.  # 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 

..         .        ,         I         ,    dP    rfF    ^P      J»F      ,     , 
determmer  les  valeurs  de  ^,  ^,  -^  ^  -^ ,  de  la 

manière  suivante.  L'expression  de  P  au  bout  du 
temps  t  sera  généralement 

Cette  expression ,  en  s'en  tenant  aux  termes  dé^ 
pendans  du  q^rré  du  tçmps ,  pourra  s'é(en4re  i 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que 
Ton  a  choisi  pour  époque. 

Cela  posé  ou  calculera ,  en  ayant  égard  aux  varia- 
tions que  subissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites ,  les  valeurs  de  F  pour  deux  nouvelles  époques 
distantes ,  la  première  de  t^^  la  seconde  de  t'^^  de  celle 
d'où  l'on  compte  le  tempe  t.  En  nommant  P^  et  P^  cei 
valeurs  ^  on  aura 

p  -P^«"f^  -4-  £'-    ^ 
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d'où  Ton  tira 

ar  ^  — ^~77tjr=rr) — "* 
d-p  ^  ^   i'(p,~p)-<'(p.-p) 

On  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  de  -^ 

et  de  -j-r. 

Dans  la  plupart  de  ces  cas,  c'est-à-dire  lorsque 
les  inégalités  que  Ton  veut  déterminer  ne  sont  pas 
très  considéiraÛes>  on  pciit>  comme  nous  l'avons  dit 

plus  liant  dans  l'expression  de  /i^,  négliger  H^' 
et  -^;  on  aura  alors  siorplement* 

<'  désignant  ici  tin  intervalle  de  deu^t  à  trots  siècles 
qui  sépare  les  époques  pour  lesquelles  les  valçur^ 
de  P,  P, ,  F  et  P\,  ont  été  calculées.  ' 

3q*  La  forwiile  ( 9^) ,  lorsqu'on, il^îg4  1^  t«q 

mes  dépendant  d^  difféiwQCQ^  ^  fit  ^^  dpitjoi^^ 

cîdet  av«c  la  ifbiinule  (y).  C*est'  ;  eh  eflTét  ;  '  ce 
dont  il  csst  facile  de  s-aswrer  eh  dëteloppant  trè^è 
dernière,  et  en  ^observant  que  par  la  comparasson 
des  deux  expressions  que  nous  avons  supposées  aifai 
lermes  de  R  que  nous  considérons ,  on  a 

F  x^  kcwC,        P  =.-^ftsin€-     ^ 
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Réciproquement,  il  est  souvent  utile  dans  I^ 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  un 
seul  terme  les  diverses  parties  d  une  inégalité  dépen- 
dante d'un  argument  déterminé  ^W  —  in.  Pour  cela  ^ 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties ,  de  manière  à  donner  à  leur  somme  la  forme 
suivante  .  •     , 

Asîn(/'/i7 — i>i<  H-  Hê — ie)  -j-  Bcos(m'^ — int^  ïV — Uy 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  l'inégalité  dont  il  s'agit 
devienne 

Lsia  (i'n^t  —  ùzt  -f-  *V — «  -+•  ô)  f 
on  aura  .pour  déterminer  L  et  fi  les.  deux  équations 

Ces  transformations  nous  sepont  très  utiles  dans 
la  suite/ 

3 1 .  Lorsque  la  valeur  de  —  sera  déterminée  »  il  sera 

a*        '         ■ 

facile  d'en  conclure  cdle  de  — ••  En  effet,  si  l'on  désigne 

^  '/•  •  •  '  ^^  •  _  _ 

par' — ^  là  partie    de   —  qui  dépend  de   l'angle 

i(f^t'-^nt^^''^^)  +  lnt+U   et   par 

2JN[ços[î(7i'^--/i« 476'.— g )•+-/«< 4-/6  +  %}   les 
aut;:ç&  termes  dont  qette  quantité  se  compose  ,  on 


^=^{Ç+2Ncos[f(7z^/-n/+6'-i)+^^ 
^ .    Si  l'on  substitue  pour  -  sa  valeur  i  +li|  et  que  dans 


1 
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le  produit  a2Fcos[i(n'<— /i^+ 1 — ^)'^f^^^fi'+'X]  t 
on  ne  conserve  que  les  termes  dépendans  de  l'angle 
i[p!t  —  nt'^g^  —  g)  -I-  Int-^  h  ,  que  pour  abréger 
on  désigne  ces  termes  par 

2L  cos  [i(/i'^  —  ni  4- 6'  —  634-/71^4-/6  +  0], 

réquation  précédente ,  en  n'ayant,  égard  qu'aux 
fermes  qui  dépendent  du  même  argument,  don- 
nera 

3a.  Il  nous  reste  à  déterminer  les  inégalités  du 
mouvement  de  la  planète  en  latitude*  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n®  89,  livre  II. 

■ 
« 

Comme  cette  équation  suppose  que  l'on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive,  après 
avoir  dîfierentié  par  rapport  à  z  la  fonction  R,  on 
fera  z  =  o  dans  le  résultat ,  et  l'on  formera  le  déve- 
l<^ipement  de  la  fonction 

par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.  On  peut 
d'ailleurs  déduire,  ces  deux  expressions  l'une  de  l'autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4  ^  l'équation  (  9  ) 
ayant  même  forme  que  l'équation  (i),  s'intégrera 


L 
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ensuite  de  h  même  manière >  €t  donnera^  par  d» 

approximations  succéssiYes,  les  ia^alités  de  la  kiti- 

tude  de  tel  ordre  qu'eu  voudra»  par  rapport  aux 

puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 

inclinaisons. 

Mais  comme  les  fnégalitës  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables ,  il  suffira  de  déter^ 
mixifiT  celles  qui  pourraient  devenir  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  ac* 
quérir.  Alors  il  sera  plus  simple  d'employer  à  cette 
détermination  les  formules  relatives  k  la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l'or- 
bite. On  aura,  n®  86,  Uvre  II , 

J's:=:J'q9m(i^ — n)  — crpcos(i' — n).     (lo) 

Et  pour  déterminer  J^p  et  J'q ,  on  aura ,  n*  4  >  le^ 
formules 

Si  Ton  se  borne  à  considérer  dans  l'expression  de 
la  latitude,  parmi  les  termes  dépendans  Hwn  âfgiH 
ment  donné  ceux  qui  sont  de  Tordre  le  moins  ^evé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  ^  on 
pourra  négliger  les  termes  multiplia  par  c*  et  y^ , 
dauÂ  c^  dqux  expr^ions,  ce  qui  donne  A:;:^  sin^; 
on  «ura  siivplement  ainsi 
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Soit  ydoDC 

un  terme  quelconque  de  R  dépendant  de  Tangle 
fn'l-— àiif.  En  n'ayant  égard  qu*à  ce  terme  ;9  on 
aura 

^  ;;=  agm'AX^""  '  coa(iV«  ~.  w*  ^  B  —  agll), 
et  par  conséquent 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (lo)  ^ 
on  trouvera 

J^J =^^A"^^'sin[f'n7-m^-H-B-(2g-i)n].  (i  i) 

Oq  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitude  cor- 
respondantes aux  termes  de  R  qui  dépendent  de 
l'angle  in't'^inty  et  que  la  petitesse  du  diviseur 
iffl^^in  peut  rendre  sensibles.  L'expression  de  i's  ne 
renferme,  il  est  vrai^  ce  diviseur  qu'à  la  première 
pussance;  et  sous  ce  rapport,  Tinëgalité  qui  ea 
lÀulte  doit  être ,  par  conséquent ,  beaucoup  moina 
considérable  que  l'inégalité  correspondante  de  la  lon^ 
gitude  moyenne;  mais,  d'un  autre  o6té,  Tordre  do 
son  coefficient  se  trouvant  abaisse  d'une  unité ,  cette 


/ 
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circonstance  doit  contribuer  à  augmenter  sa  valeur. 
Au  reste,  toutes  les  inégalités  de  la  latitude  d'un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  insensibles  dans  les 
mouvemens  des  planètes,  excepté  relativement  à 
Jupiter  et  à  Saturne ,  à  cause  dii  rapport  de  com-^ 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

53.  Si  l'on  veut  rapporter  le  mouvement  de  m  à  un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à  celui  de  son  orbite  iprimi- 
tive ,  qu'on  nomme  (p  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  ,  â  la  longitude  de  son  nœud  ascendant ,  et 
i/  la  projection  de  i^  sur  le  plan  fixe ,  en  supposant 
que  m  ne  quitte  pas  le  plan  de  soin  orbite  primitive, 
on  aura,  à  très  peu  près, 

i^'  —  8  =  1^  —  ^lang»^sîn2(p — ^^6); 
^  ==  tang  ^  sin  (  (^  —  fl), 
ou  bien 

i/  —  9  =  (^  —  ^s  tang  (p  cos  (v — fl  ). 

»  > 

Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  s  de  Ss,  on  aura 

I 

V — fl=P — r^tang*(psin2(i; — 0) — ^cTf  tang(pcos(p — 6), 

Oh  voit,  par  conséquent,  que  Ja  variatioa  de  la 
latitude  introduit  dans  l'expression  de  la  longitude 
r;apportée  à  un  plan  fixe  ,  des  inégalités  dépendantes 
des  icarrés  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  mais  les  termes  qui  en 
résultent  sont  insensibles  même  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 
54*  Nous  allons  considérer  en  particulier  les  inégalités. 
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dépendaDtes  du  carré  et  des  produits  des  exceutncités 
et  des  inclinaisons.  En  ne  portant  l'approximation  que 
jnsqu^aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  ^  on  a  trouvé , 
n*  85  du  livre  II , 

I     —  =  — COcos  i(n't— n«-f-t'— i)-f-TO'«DCOco«  [t(n'«— nt  -f-/— •) ^./it+t—  •] 
+  i?*VE(Oço«  [i(7i't  — nt  -I-  /—  i)  4-  /it  -f  t  —  «']. 

En  supposant  /  =  2  dans  les  formules  (4)  et  (7)  (*), 
'   on  trouve  ainsi  : 

3   ,      C    (C(0+  D<0)e»cos  \i{n*t  —  n«  +  *- 1 }  -1-  an*  +ai  —  a»]  I  j , 

«•  [i  (n'—  n)  -h  3/i]  [i  (/»'—  n)  -f-  n] 

_  a-^^fi^-)    m^  I     (C<0-hD(0)c«siii  [i(n'£— /i«  +#'—  •)+  ant  4-ai— a«]  | 
*'"'  fl«iM/«       a    I + E<Oe«'iin  [i{n't  —  ««  +  •'—  f)+a/i« + ai — •'— •]  i 


[i(/i  —  /i)  4-  an]»         i(/i'— ii)^-»»  J 


En  donnant  à  <  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives,  en  y  comprenant  zéro^  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre  y  dans  lesquelles  le  coeiB-* 
oient  de  n't  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surpassé  par 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  M  +  (a  —  i)n  diffère  peu  de  dbn, 
lun  des  diviseurs  i(n'  — •  n)  -f-  5/z  ou  £(/i'  •—  w)  -f-  /i 

étant  peu  considérable,  l'expression  de  —  peut  ac- 
quérir une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  zW+(2 — î)n 
est  très  petite,  les  termes  de  l'expression  de  «Ti^  et 

{*)  Les  valeurs  de  F,  pages  i4i  et  142,  doivent  être  changées 
de  signes. 


(A) 
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^ux  de  Id  valeur  de  -7  qui  opt  cette  quantité  pour 

diviseur,  pourront  donner  lieu  à  àes  inégalités  con« 
sidérables. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qtti  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  l'angle  i  (n't — nt-^é*  —  €)  -|-  snt  -f-  26 , 
on  aura 

La  fonction  R  renferme  des  termes  de  Tordra  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen- 
dent de  langle  i(n't — nt+^ -^i).  Supposons  qu'en 
n'ayaût  égard  qu^à  ces  termes  on  ait 

R  =  m'A:'cos[/(n'^  — ni  -f-  é'  —  «)*t-p}* 
En  faisant  Z  =  o  dans  les  formules  générales  (4) 

et  (7)  p  on  aura  pour  les  inégalités  de  --^  et  cTi^  dé-^ 
pendantes  du  même  argument^ 

^mn  .^  +E(Otfe'co8  [i (»' t — ««  +  •'—  .)  +  «,-.«,']  / 


fJ^ 

«^  U  {P''  —  ")  H-  'ï]  C*  («'  —  «)  —  «] 


^«5 


«  +  «'— #)  +  •— «T^       l 


Si  la  quantité  z(n' — n)  diffère  peu  de  db  n  ^  alors 
l'expression  de  — ;  peut  acquérir  une  valeur  sensible 


L 
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iBti  vertu  de  Taii  des  très  petits  dmseurs  i(jnf'^H)'^n 
ou  i(n' —  n) — n  qu'elle  renferme  ;  enfin  si  la  quantité 
i{n'  *^n)  est  très  pçtite,  c'est-^à-dire  si  les  moyens 
mouveiMns  des  deux  plaiûètes  diffèrent  peu  Tun  de 
l'autre  >  il  en  résultera  des  inégalités  qui  peuvent  de- 
venir très  sensibles  dans  l'-expression  des  longitudes 
des  deux  i^anètes^ 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

de  l'angle  i(n't — 71^+ «'—0  ®*  V^^  est  [de  l'ordre 
des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  : 

'm'  .  [   CD) 

^EC0ee^cos[î(n7-/i^4.€'-f)+«-û>'] . 


i  devant  être  pris  avec  le  signe  +  et  avec  le  signe  — 
dans  toutes  ces. formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
troduisent^ comme  on  voit^  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisonsi  qui  dépendent  des  mêmes  argumens  que 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens. 

Les  formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donneront  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons ;  mais  cotnme  leur  nombre  est  trop  consid^ 
rable  pour  qu'on  les  puisse  calculer  toutes ,  on  se 
bornera  à  déterminer  celtes  qui  sont  assujetties  k 
l'une  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut ,  et 
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qui  f  par  cette  raisoo ,  peuvent  acquérir  une  valeur 

sensible^ 

Si  l'une  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep* 
tible  de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire  ^  dans 
l'expression  de  S's^  ^  d'avoir  égard  à  la  variabilité  des 
élémens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à  la 
formule  générale  (8)  ,  et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  où  l'on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

35.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépen-* 
dantes  des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  qi^e  ^^'intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à  calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

*  Pour  cela,  supposons  que  par  l'approximation 
précédente  on  ait 

— ^S=s^  COs[f(7l7 — -W^+ê'  —  €)+2n^-f-!l£*4-J^]. 

Le  coefficient  h  étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
i(/i'— 7i)+5w.  Il  en  résultera  dans  —  le  terme 

Acos  \jJ(p!t  —  /il-f-  €'  —  €)  +  :int  +  a€  -f-  cT]. 

Et  cette  valeur  de  —  introduira  dans  l'équation 

différentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  l'angle 
i{n't — »^+*' — 6)+ 3/2^-f- 5€ ,  et  des  termes  dépen* 
dans  de  l'angle  i{n't  ^-^nt  +€*  —  e)  +  ti^  +  «>  qoî 
auront  pour  diviseur  i(n'  —  n)^^n,  d'après  ce  que 


A  * 


■ 
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nous  ayons  dit  n^  aS;  en  ne  coosidërant  que  ces 
termes,  on  aura 

« 

3 

2 

En  faisant  donc  /=3  dans  la  formule  générale  (4)> 
et  en  observant  que  Ton  peut  négliger  1(71' — w)+  5/i 
devant  n  dans  les  diviseurs  de  cette  expression ,  on 
aura ,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
/(»'—-  «)+3/i  pour  diviseurs , 

—  =:  —  -  cA  C08  [i^f  —  ni  + 1'— 1)  +  3n/  4.  3i  —  #  +  «r] 

+  -eh  CO8  nV* —  nt  +  t  —  t)  +  m  +  i+m  +  r\ 

+  .y? -0^'^    .iifeos[i(n /—»<+•'— e)+3/il  +  3i-K]: 
i(n — n)4-3/t  ^  ^  '  :  '        •    J 

£n  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente 
'-^:=ik  cos  [ï(/iV  — nt-j-è'  — ë)  +  nnt  +  21  ^  J^J  ? 
on     aura  pour  la  partie  de  —7  qui  a  pour  divisei:ff 

—  =  hco^i{n!t  —  71^  +  €' —  é)  +  2nt  +  ae  +  cTj 

— -  c^  cos[/(7i'<  — nt'\'6' — €)  +  5nt  +  Se  —  o)  +  cT]! 
-f-  e^  cos[i\n'^  —  n^  +  6'  —  €)H-'ï^+^+û>  +  cr]  (  W 

Tome  IIL  i  i 


'I 


1 


> 

* 
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l'équation  (5)  peut  s'écrire  ainsi  ^ 

En  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l'angle  2(n'^  —  Ti^-f-g' — $)^nt+i,  et  qui  ont  pour 
diviseur  i{n! — 7i)  +  5w,  en  vertu  des  valeurs  précé- 
dentes de  —7-  et  — ,  Qn  trouve 

a'nat  \        «  V 

La  quantité  «(/i' — 7î)-f-3/i  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer ,  sans 

erreur  sensible ,  i{n' — 71):;;=:— 3/z;  la  partie  indépen- 
dante de  K  de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  cT^^  le  terme 

En  vertu  de  la  valeur 

—  z;=^hcàs  [/(/l't  —  W^  +?'  —  é)  4-  371^4- af  •+-c/^]  y 


le  terme   ^  ^  introduit  dans  le  cTv ,  le  suivant  : 

—  ^(^  — »)  -^^  ^?,2Asin[I(7^^^^-7^^+/— €)+ayi<+ag4-<ri, 

ou  bien  en  observant  qu'on  a  à  très  peu'  près^ . . . 
i(n'  —  7z)  +  3/1  =  o ,  le  terme 

-h  ^h  sin  p(w7 — nt^î'  —  t)+2nt'^2î+  cT]  ; 

le  tçrme ^-     donnera  celui-ci  : 

En   réunissant  donc  les  différentes  parties  de  ^v; 
faisant  /=  3  dans  la  formule  générale  (7),   et  en 
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ne  bonsidërant  que  les  termes  qai  ont  i(n''^^n)^5n 
pour  diviseur^  on  aura 

^=— -cA  sin  [i{n't  — .  ni  4.  g'  —  g)  -f.  Bnt  4,  3»  —  ,,  4.  /] 

—  2h  sin  [i  (r/t  —  nt  4-  /  —  § )  4.  a/if  4-  ai  -f-  /] 

5 

4--eA  sin  [i  C»'«  —  «t  -«-  /  —  «)  4-    i<  4-    •  4-  »  4-  «T]  /    (F) 

'  *  r 

l3(i— 3)m'«/i«    .        îim'«         ^itl  .  ..,  .  ^        ,        ^     ^ 

|[i(/i -«j4"^/»]*       i(«-/i)4-v'»    da}       ^'^  '         .-T-«^T— j 

Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  les 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  l'intégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc ,  au  moyen  des  formules  des 
n**  28  et  29 ,  déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d'une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  de  calculer  quelques  inégalités  parti«- 
culières  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d'employer  la.méthode  de  la  variation  des 
constantes  arjbitraires ,  qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d'un  ordre  quelconque ,  qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté- 
gration \çnv  fait  acquérir,  sans  qu'on. soit  obligé  de 
s'occuper  des  inégalités  d'un  ordre  inférieur. 

En  effet^i  soit 

m'kcos[i(n't—nt+i'—éj+tnt+h—feù—fc^^ 

l'un  des  termes  du  développement  de  R.  D'après  la  loi 
de  ce  développement,  lï**  4>  '  ^^  ^  étant  supposés  posi- 
tifs, et  i  plus  grand  que  l,  le  coefficient  m  sera  de  l'ordre 
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>u  d'nn  ordre  supérienr  d^rdcox ,  de  qaatre  ,  etc. , 
lités ,  relativement  aux  excentricités  et  aux  iiidi- 
lisons  ;  en  sorte  qne,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
intes  de  l'angle  i{n't — nt)-^Int,  on  n'a  égard  qn'à 
lies  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé ,  relativement 
X  excentricités  et  aux  inclinaisons,  m -sera  de  la 
pnje  efe'^'\'^"A,J',f  etf  étant  des  nombres  tons 
lis  positifs  liés  par  l'équation  / — f — f  —  sj"  =  o 
A  étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
és  et  des  iaclioaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

^  =  fef-^  e'^A'/"A  =^  , 
§  =^  a/Ve'/'A*'"-A  =  ^. 

Supposons  maintenant  que  le  terme 

kcos[i(n't — nt-^t' —  i)+înt^U—f(6~-J'cù' — 2j"T\) 

inné  la  forme  suivante  : 

•in  [i  {n't  -nt  +  ^~  •■+(n(+/.]-Hn'P'co.i:i{«'(—n(+i'— <)+//.<+/.]. 

comparant  ces  denx  expressions,  on  aura 
P  =  A  sin  {/û.  -h/&'  +  a/'n) , 


"n).  S 


F=  koos  (fa  +/'»'+  a/'n), 
ii  l'on  différentie  par  rapport  à  e,  â).  A,  et  n  ces 
tressions ,  et  qu'à  la  place  de  -j-  et  de  ^r  on  subs- 
le  leurs  valeurs  précédentes,  on  tronTera 

dP  _      JF         ^_  "T 

d.~  "  tk  '        d, '  dt  ' 

<ln~      dy'        da~       '^  A • 
«la  posé ,  si  pour  abréger  on  fait  iirlt — nt-\-i' — «) 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i65 

^lnt^ks=:a,  et  qu'on  néglige  les  inégalités  qui 
seraient  d'un  ordre  supérieur  à  l,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons ,  on  trouvera,  n**'  1 7  (*)f 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R ,  in- 
troduit dans  chacun  des  élémens  de  Torbite  de  m  les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 

la  = r-; 7; rf—  (F  «m  «  -h  P  CO8  «t), 

»n  —  (»  — .  /)/!    ■  '  ■ 

f  =    rn^ — V — TT^r  (Psm  «—  P  co«  «). 


^1  = 

m' 


ïït'fl»       r/i   </F  cflP'N  .  /i    JP  */P\        T 

iTi'— (t — l)n  \de  .       oe  / 

.                 if/fl»         /dP'  .  dP  X 

M»=     T-T — 7: ïr-  I  -J-  8in  *  —    j-  cos  «  1, 

m'ansinv       /dF  .  dP  \ 

p= rr-7 — 7: TT-r  I  -7-fiin«  —  -7-  cos  A  1, 

m'awx  /'^P  .         .  JP'  \ 

Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen- 
sibles,  si  le  diviseur /n' — {i — l)n  est  une  très  petite 
quantité  ;  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles 
du  moyea  mouvement,  à  raison  du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées ,  et  ensuite  celles  de 
lexcentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie ,  parce 
que  l'ordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d'une 
unité  par  rapport  au  pi^mier  de  ces  élémens,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second ,  elles  peuvent  ^ 
par  cette  cause,  devenir  très  sensibles  si  l'exçenr 
tricité  est  très  petite ,  et  aiéme  surpasser  les  inéga- 
lités correspondantes  du  moyen  mouvement ,  quoi- 

(*)  Les  termes  de  ia^  iZ, ,  etc»,  donnes  n*>  1 7,  ont  été  pris  pajr 
erreur,  avec  un  sîgne  contraire. 


*\ 


n 
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^ti'ellesti'aiênt  pour  diviseur  que  la  première  puissance 
de  la  quantité  in! — (f — l)n^  comme  la  théorie  de& 
satellites  de  Jupiter  en  offre  un  exemple.  Cest  donc 
principalement  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
qu'il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaii'es. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouyenient 
troublé.  On  a 

V  zizfndt  -j-  6  +  26  sin  {fndt  +  «  —  co) 

+  I  e'sin  2  {fndt  -J-  €  —  »)  +  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
Ton  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  Forbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
fndt  f  pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
vement troublé,  conformément  à  ce  que  nous  arons 
dit  n'*  45 ,  livre  II. 

Si  Ton  différence  l'expression  précédente  par  rap- 
port a  la  caractéristique  J",  en  observant  que  l'on  a 
fndtzsznt'+'Ç ,  et  qu'on  peut  supposer  fndtzsznt  dans 
Ids  termes  qui  sont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu'on  néglige  ici  leur  carré ,  en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  de  ^,  cTé, 
J^e ,  etc. ,  seraient  d^un  ordre  supérieur  à  l,  on  aura 

/pï=Ç+J^6+^^[2SÎn(n^+f-^»)-f-|esin2(n<-f-g — co)] 
— eJ^û;[!3icos(/i^-f-€— û>)+|ecos2(nf4-6-a)]. 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  l^,  J'e, 
et  e^ûf  leurs  valeurs  précédentes ,  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 


BU  SYSTÈME  DU  MONDE.  167 

m' an  dk      -  4 

izy  •  -71—  f^f 


(i — l)n'^in        de 

et  f  =  — foù  —  f^œ'  —  !ip'n  ,  on  trouvera 

ETf/i'—  n)  -f.  //ij*  l—  tfPco»  [«(/i'*  —  /Il  -f-  •'—  «)  4-  Int  4-  /•]  I 

,  -     fl*-r-sinfi(n'«  —  ii«  -4-  •'—  •)  H-  //i«  -f-  /•] 

vnln  \         da      ^^  i  -i~         t-     ^ 


i(«'  — /i)  +  //i  ]         dp      _.,  ,  .    j     /        \    .    j  -    .    iT 

^  '  ' — n*-3-co»[i(»  «  —  R<  -f  r -«  •)  -f*  4fit  -f>  /O 


(G) 


—  ièfc8in[iV«—  «I  +  •'—  •)  +  int  +  /t  +  C] 

-4-  *fc  »in[i(/i'£  —  »«  -H  •'—  §)  +  (/  —  i)rt«  +  (/  —  i)i  -h  •  H-  C] 
5 

De  même  pour  le  rajron  -vecteur  on  a 

-=  1  -—  ecod(y/Mfe-f-i  —  o) 

*+--ïd'[ï — cas  2{fndt -+- i — û>)}+etc^ 
et  en  dîfiërentiant  par  rapport  à  cT 

^  as  —  -f-  «^tf  —  /e  [cd8  (ni  -f-  i  —  •)  H-  «  cos  a  (m  -f-  •  —  *>)î 

—  «/»  [sia  (/iC  +  f  -*'  «)  4*  0  «in  a(ni  +  •  *-  •)!• 

Eu  substituant  pour  JVf,  JV,  J'co  leurs  valeurs  ^  on 
aura 

£l       ^>»^(^— 0"    /     «P  ""  [«('»''  —  »f  -*•  /  —  •)  -h  //Il  H-  /•]  V 
'    a  *^î(n'— n)-f-/ii  l4-tfFco8  [£(/»'«  —  ni  -f-  <'  —  t)  4-  /«t  -f-  /t]  J 

— .  eh  «o»  [t  (fi'i  -^  fit  4-  ^  *-  <)  4-  l»«  +  /t  +  C]  V  (^ 

•4*  A  eo8  [i  (n'i  —  nf  -f»  *'  —  ».)  -f.  (/  —  i)  ni  -f«(/.^i)fHh  •  4*  C] 

+  eA«o>  [*(«'«  —  m  4-  •'  —  •)  4-  (/t- a) ni 4- (^-^)«4-a^4fl. 

Ekifitl ,  en  vertu  de  l^ëquatîon  (i l) tîu  ri'Sa,  le  ternie 
de  la  valeur  de  R  pnodoira  dans  Feicpres^ion  delà  la-^ 


1 
I 
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titude  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  /  =  3  dans  les  expressions 
précédentes  y  en  observant  qu'on  a  €  z=zS  ^^  a, 
et  <]ue  pour  P  et  F  on  substitue  leurs  valeurs  en 
foûction  de  k  et  de  €  données  par  les  équations 
(13),  on  retrouvera  les  valeurs  de  J^r,  Jv,  JV 
que  nous  avons  déduites  ^  n*  35  ^  des  formules 
générales  des  n°'  28  et  29,  L'accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié ,  quel  que  soit  le 
degré  d^approximation  que  Ton  veuille  obtenir ,  ainsi 
que  nous  l'avions  déjà  établi  dans  le  n®  91  du  li- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités' et  des  inclinaisons. 

37. La  méthode  de  la  variation  des  élémens de  l'orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à  la  détermination  des  inégalités  qui  sont  afièctëes  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;  mais  s'il 
s'agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d'une 
planète  dépendantes  d'un .  argument  déterminé ,.  la 
multiplicité  des  termes  qu^introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
la  latitude,^  la  variation  des  élémens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible;  et  dans  ce  cas,  pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées ,  il  sera  mieux ,  comme 
jaous  l'avons  dit ,  n*"  88 ,  livre  H ,  de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l'intégration 
directe  dés]  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  II  ^  pour  caf- 
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cnler  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de  Tex- 
pression  de  R  en  série  ^  relatif  à  un  argument  dé* 
terminé ,  un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons ,  et  qui  dispense  d'effectuer 
le  péùible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière  ^  sans  beaucoup  de  calculs ,  les  va- 
leurs de  P  et  F  que  l'on  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes;  et  ce  procédé^  joint  à  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
coatredit  le  plus  simple  et  le  plus  sûr  qu'on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d'une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu'elles  soient , 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d'un  ordre  supérieur  au  second. 

58.  Reprenons  les  formules  (G),  (H}  et  (K). 
Le  cas  de  Z=  3  mérite  une  attention  particulière  , 
parce  que  c'est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l'observation  avait  fait  remarquer  de- 
puis longtemps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  n  se  rapporte 
à  Jupiter  et  /i'  à  Saturne,  si  dans  i{n' —  '*)+  ^^ 
on  fait  /=  5  et  z  =  5 ,  ce  diviseur  devient  5n'  —  2n, 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes , 
n®  59,  livre  II  ;  de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables^ 
quoiqu'elles  soient  au  moins  du,  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mouvemens  planétaires^  nous 
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allons  développer  complètement  les  formules  propres 
à  les  déterminer.  Pour  cela ,  désignons  par  ttz  la  masse 
de  Jupiter  et  par  m!  celle  de  Saturne.  En  ne  consi- 
dérant que  les  termes  du  troisième  ordre  relative- 
ment aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  Fangle  5nt-^  ^nt^  on  a  ^  par  le  n"^  4  ^ 

R  =  M^e*  cos  {5n't  —  ant  +  Se'  —  36  —  Sœ) 
+  M^%*e'  cos  (5n't — 2nt-{-5e'  —  2  «  —  20 — dû') 

-f-  M^'W*C0s(5w'f 2/l<  +  5€' 2€—  C0 2Cû') 

-f-  M^*V^  cos  (5n't  —  2nt+5i^  —  26 —  5«')  ^ 
4-  N^*^eA*cos  {5n't — 2nt  -f-  5ef — 2e — co  —  sll) 
+  N^' V  A*cos  (5n7—  2nt+  Si' — 26— û»'—  20}. 

Les  valeurs  de  M^*^ ,  M^'^ ,  etc. ,  étant  déterminées 
par  les  formules  générales  du  n**  7 ,  dans  lesquelles 
on  fera  ê  =  5,  ce  qui  donne  ,  en  substituant  en  outre 
à  la  place  de  A^*^  et  de  ses  coefEciens  diflférentiels , 

leurs  valeurs  e»  b^^,  a  — — ,  etc., 

«'M(.)=-^  V.40.5.  V  .93.  -^+  >6-  ^+  .'  -^  / 


/IVT/    N  "*  »      I  7  ^"       .  *  I 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE-  171 

Si  Ton  décompose  l'expression  precëdeofe  de  R  en 
sinus  et  en  cosinus  de  l'angle  Srit  —  2n^-|-5i'  —  21  ^ 
et  qu'on  lui  suppose  cette  forme  : 

R  =  mT  sin  {Mt  —  'int  4-  5/  —  ^c) 
+  mT'cos  (5/»'<  -—  ^nt  4-  Se'  —  2«) , 

on  aura 

inVP  =  o^COc  »8in  3m  +  a'MCOc'c'sio  (a.  -f.  a/)  4-  a'M(>)ce'«8iii  («  +  a«»0 

et  la  quantité  rtia!Y  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé^  si  l'on  fait  Z=5  et  î  =  5  dans  les  va- 
leurs de  S's^  et  «Tr  du  numéro  précédent,  on  aura, 
relativement  à  Jupiter  ,  pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 

^  =s  s^-~ — \  L  ',   flP'—  ^af  -7-  )  sia  (5fi'f  —  aitl  -f-  5i'—  atl 

o/i'  —  a/i  \5/»  —  an  da  J 

—  r-; •(  =-7 aP—  aa»  -7-  )  cos  (5/i'/—  ant  +  5i'—  at) 

+  afc  sîn   (5/i'«  —  3«t  +  5/  —  3i  -h  J') 

—  -  «^  sm  (5«'£  —  anf  -f-  5t'  —  at  —  0»  •+•  /) 

5 
+  -  cA  sin  (5/i'«  —  4"'  +  5i'  —  4«  H-  »  -H  /)> 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 

^r l^m'n     T      tfP  ain  {^n't  —  int  •+•  5t'—  ai)  "1 

a""*       5b'— aw'L-f-  ûP'cos  (5/i'f  —  awf  +  5^—  ai)  J 

«^  A  co#  (Sii'r  —  3»/  4-  5f'  —  3t  -f-  iT)  ^    (L) 

—  cA  CM  (5n'i  —  a/it  •+■  5f'  —  at  —  a»  H-  /) 
+  cA  C08  (5/i'«  —  4"'  "^-  5/  —  4«  +  •  +  ^)« 

En  supposant  /  =5  —  :i  dans  les  formules  (G) 
et  (H)  ,  et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m 
en  ce  qui  est  relatif  à  ni^  et  h  en  ^',  on  aura  des  for- 


(I) 


1 


17a  THÉORIE  ANALYTIQUE 

mules  analogues  aux  précédentes  pour  déterminer 
les  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  troublé  par 
Jupiter. 

On  trouvera  ainsi 

5»'— an  \5»  —  an  da' /       ^  ' 

+  =-7 (  =~7 a  P-hafl'»-7-7  )co»(5n't— a/i«-f-5f'— at) 

5/»' —  a/i  \5/i  —  an  dtc  J 

+      aV  sin  (4n'«  -•  anr  -f.  4»'  —  ai  H-  ^  )  ^^ 

—  i  C'A'  sin  (5n'/  —  inl  +  5i'  —  ai  —  •'  -f-  V) 

5 

-f--«'A'  «in  (3n'«  —  ant  -f-  3/  —  a«  -f-  •'  +  O» 
a 

//•'_        lonin'    r      a'P  sin  (5rt't  —  an«  ■♦-  6t'  —  ai)  "1 
af  ■"     5n'— an  L+  a'P'cos  (5n'«  —  ant  +  5/  —  ai)  J 

-h    A' ces  {\n't  —  an£  ^.  4/  —  at  +  J*0  )    CT 

—  «'A'cos  (5n'f  —  ant  -^  5i'  —  a«  —  »'  +  O 
-h  c'A'cos  (3n'i  —  anï  +  3f'  —  at  +  •'-!-  ^'). 

59.  On  doit  observer  que  les  quantités  P  et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs ,  soit  que  Ton  considère 
Faction  de  rri  sur  rrij  soit  celle  de  m  sur  nJ ^  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

1 xxj\jy+z^ 

V/(x'— x)H  {f-J^y+^z'—zY  r^ 

la  partie  -^^    ne  produit  aucun    terme 

de  Tordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l'argument  5n'^  —  J2«f^  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R  que  du  développement  de 

la  partie  [(^'— jr^'+Cy-^J^j'+C^'"— ^)]~*  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  ne  considère  dans  «Tp  et  /^ 
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que  la  partie  qui  a  pour  diviseur  (5w'— an)' ,  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs  ^  on  aura  eptre 
elles  la  relation 


'aV 


5mn 

nm'  n'a 


jv^'= ^J!î^   .jv,. 


ou  bien  en  observant  qu'en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne ,  Sn'  est  à  très  peu  près  égal  à  2/1,  et  que 


3 


m'\/a!  ^     ■ 

équation  d'où  l'on  conclura  la  partie  S'^  qui  a 
(5n' — 2n)*  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  cTi'',  et  réciproquement. 

Cette  équation,  d'ailleurs,  n'est  qu'un  cas  parti* 
culier  d'une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
inégalités  à  longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m',  troublées  par  leur  action 
mutuelle ,  et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  parce  qu'elle  peut  servir 
soit  à  déterminer  l'une  par  l'autre  ces  inégalités ,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques ,  soit 
à  vérifier  leurs  valeurs  lorsqu'on  les  a  calculées  sé- 
parément. 

On  peut  démontrer  a  priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R  relative  à  l'action 
de  m  sur  m',  on  aura,  u®  4^^  livre  II , 
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v; -^  my  a        y 

^   —  T*  *T77=7  •  s* 
m  y  a 

Lorsqu'on  aura  calcule  les  inégalités  de  ^  qui 
ont  {iri  —  in)^  pour  diviseur ,  cette  équation  donnera 
les  inégalités  correspondantes  de  ^^ 

La  relation  précédente ,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à  longue  période  de  deux  planètes  soumises  à 
leur  action  mutuelle,  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  entre  les  variations  séculaires  des  élémens 
elliptiques  d'un  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

40.  Considérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  :  l'expression  de  R  contient  les  deux  ter« 
mes  suivans  : 

W^eX^co^{^n!t  —  zmt  -)-  5e'  —  26  —  œ  —  ail), 
N^'^e'A*cos(5/i'^  —  :mt  -f-  5e'  —  26  —  cJ —  ail). 

En  vertu  de  ces  termes ,  on  aura  pour  les  inégalités 
de  latitude^  n*  36. 

*^*""  5//—  a/i  L  +  e'xN<0  sin  (5/i'«  —  Znt  +  5i'  —  3f  —  «'—  H)  J' 

En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  in!  et  réciproque^ 
ment ,  et  en  observant  que  N'^*^  et  N'^*^  désignant  ce 
que  deviennent  N^*^  et  N^'^  relativement  km\  on  a 

N/(o)  ^_  "^L  NO,  N'CO  =_  ^  N^.),  on  aura  pour 
l'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
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ae  -'  •" 


n  désignant,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  longitude 
du  nœud  de  l'orbite  de  m'  sur  l'orbite  de  m. 

as  inégalités  peuvent  s'élever  à  4"  à  peu  prés  pour 
Jupiter,  et  à  10"  pour  Saturne.  Ce  sont  les  seules 
inégalités  de  la  latitude  dépendantes  du  produit  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  qui  soient  sensibles 
dans  le  sjstème  planétaire. 

On  a  vu,  dans  le  n»  33,  que  la  valeur  de  J^s  in- 
troduit dans  l'expression  de  la  longitude  rapportée  à 
un  plan  fixe  le  terme  -tang  <p^s  cos(v.-  fl),  en  subs- 
tituant donc  pour  ^s  sa  valeur,  U  en  résultera  un 
terme  dépendant  de  l'angle  Sn't^ant  qui  devra  être 
ajouté  à  la  grande  inégalité  qui  affecte  la  longitude 
de  m;  mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 
pour  Saturne. 

4i.  On  déterminera,  au  moj^en  des  formules  précé- 
dentes, toutes  les  inégalités  de  l'ordre  des  cubes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  qui  dépendent  de 
l'angle  5n't—mt,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitudes,  les  latitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  vertu  de  la  com- 
mensurabilité  approchée  de  leure  moyens  mouve- 
mens.  Comme  les    inégalités   du    mouvement   en 
longitude  sont  très  considérables,  il  sera  nécessaire , 
dans  JV  et  «Tt^,  d'avoir  égardaux  variations  séculaires 
des  élémens  elliptiques  de  to  et  de  m';  pour  cela, 
dans  les  expressions  de  ces  deux  quantités ,  à  la  place 
de  «T  et  de  a'P',  on  substituera  les  séries 
Tome  lll.  12 
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^p  j a^P 3aifP 

^ad?  3adP 


af^ 


iSn^fàn)ik         (5n'— *n)4ft' 


et  Ton  détemunera   les  difTérences  -g-  ,  -^ ,  ^ , 

-^T  f  comme  on  1  a  explique  û*  119. 

4a  •  Diaprés  la  théorie  des  perturbations  planétaires^ 
les  inégalités  dépendantes  de  l'angle  Sntt  —  ant  doi- 
vent se  reproduire  parmi  les  termes  du  cinquième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ,  et  la  petitesse  du  diviseur  5n'  -*—  2tt  oblige 
d'avoir  égard  à  ces  termes.  Il  sera  facile  de  les  déter- 
miner par  les  formules  précédentes  du  moment  que 
Ton  aura  efiectué  le  développement  des  termes  du 
cinquième  ordre  de  la  fonction  R  qui  dépendent  de 
l'angle  5n't — 2nt;  pour  cela  il  suffira  de  faire  /=5 
dans  l'expression  de  R  du  n*  16.  On  aura  ainsi 

Ri=n  M<«>eos  (5nV— 2?iie4-.5k' — .  a€+A>'— 4») 
4-  M^'>  cos  (5n't — 3»f +5£'—  tk&  -*•  3  «)    . 
4-M<*>cos  (5h'f— 3î»^-h5é^ — a€ — ^'^-  7w) 
-l-MWcos  (5n'if— line+Sé'— 2«— 3w>' — w) 

4-  M«>  cos  (57i'f  —  2ru + 5«' — ai — 4^'  -f- At) 
4-N^**icos(5/i'^ — 2n<-+-5É^— 215— Mi-f-to'— ^ 
H-N^*^cos(5n'< — ^nt^Sé'-^ai —  t^-^alT) 
4-N^»^  cos  (5n't^  ^nt+Sê'^^e^  ^»'—  ^11) 
+N<^^  cos  (5n'i — !i/i/4-5«'-~a€-f.  w^ — 2« -alT) 
4-N^*>cos(5n'f  — 2n^+5é'— 12«+  »'— 40) 
+NWcos(5n'^  — 2n^  +  56'— 2€^-  «—411). 


i 


^  pour  détCTjp^aer  les'^yantîtés  IVP*',  M^*',  etc. ,  on  aura 

/  r  ^*f>      *«*:»     a.c 


^M< 


,» 


OPl- 


a»*r 


.  a^i<'>" 


■î — ««  — ^  I 


—  3a«4 


<f<t4 


•9»    V 


a.i? 


i  *»?> 


|i'M<«)=^ 


'       «8    V 


07^8^1  -h543an-2-S-4-i6oit»—Y-^ai6<tf..^>j^  ^ 


w 


<4' 

1t 


335o86j^  -^i367M-~-H95« 


</« 


■3osî^^ 


â 


—  35rf4- 


^«4  '^d^J 


C») 


a 


) 


12.. 


1 

L 


i80 


«'MO: 


/ 
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-^  y  •  «     ««^    **^    **^* 


^ 


lis.  «-■ 


sr  Ai»  /  I 


k+agl 


rf*<'>      rf.*«      d.*r 


«'MtOs 


1  ' 


.,3. -^-.556..  ^-438.» 
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m 


«TJ«= 


198 


<«T!»0)=— 


3içWx«(       .(0        '**!    \ 


»• *   '  ... 

Si  Ton  décompose  les  sinus  et  cosinus  de  l'expression 
de  R  en  sinus  et  cosinus  de  Tangle  Sn'^-^^^h^Sf'-— ae^ 
on  donnera  à  cette  fonction  la  forme 

m!Q  sin  (Bn't  —  2nt  +  S^  —  2t) 
+  m'Q'cos  (S/i'i^ — 2nt'{^5i'  -r-  ae)  „ 

et  pour  déterminer  Q' on  atira 

w'Q'  »  «'M<<»)  co»  (4«  -^  i/)  4-  fl'M<0  cos  3»  +  a'MW  co«  (•'4-  a») 
H-  a'M(»)  cos  (!!«'+  a»)  +  ^'MO)  coi  3«'-h  «"MCO  cM.(4i/  ^  •} 
+  aTiC*)  co»  (!J1  -f-  a»— •0-Hi'N(»)co»(!in+«) +a'N<«)co«{2n+«') 
+  a'NO)  cof  (anw«4^9«/)+«fN(Oco«(4n— i/)H.anN(Oco*{4n— ^^ 

et  Q  sera  donné  par  la  même  équation  dans  laquelle 
on  changera-  les  cosinus  en  sinus.  ; 


JEti  8idistitiià'iit>ces  vàloiirs  à  la  place  de  P  ef  F  dans 
l«à  formiiles  (JK)  et  (L),  on  aura:  h  pflffiè  tfé  U 
loogifii^e  et  du.  rayoù  vecteur  de  Jupiter  ^  du  ciu- 
qulème  ordre  par  rapport  aux  excedtrrcite^r  et  rela* 
tîve  à  Tangle  5/i'/ — :int. 

.  lies  iaégalite&  eorrespondauteft  de  featufoè  se  déter- 
mineront de  la  mèmç  manière  au  moyen  des  for- 
tuites (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  <)ur  dcfvieiment  Q 
et  Q^  par  rapptWt  à  làatiïiiie ,  on  ^auta  relàtiyen>eift  k 
Ta^iôtl  de  Jupiter  sur  èette  planète 

K  =  mQ,  sin  {5h't  —  ^nt  +  5c'  —  2«) 
(  -|-  mQ'  ,cos(5/i'f  —  !ànt  4-  5(  -^  »«)• 

On  substituera  /ti^Q,  et  thQ^i  à  la  place  de  mP  et  de  mV 
dans  les  valeurs  de  J'p'',  et  de  cT/^  et  l'on  afura  les  iné* 
galités  de  ces  deux  quaîititës  qui  dépendent  à  la  fois 
des  cinquièmes  puissances  des  eti^ntricités  et  des 
inclinaisons,  et  de  l'angle  5n^t  —  aM. 
;j..Ç9Q^fiie  ;Çi$tt/9.^rtie  4ci#  deil:i^  gi^tode»  inëgalhés 
4^  Jupiter,, Qtii^'jllitvlrae  est  peii  considérable  i^k*« 
tivement  à  celle.^¥i0  ilQusi'^vi^s^)  déterminée  dam 
le  numéro  précédent,  on  pourra  sa  borner  à  en 
calculer  les  tern^e^  brihcipaùx.  Ce  i^ont  ceux  qui 
sont  aifertés  du  \rèi  petit  diviseur  {6nf  —  nny  ^  et 
qui  sont  introduits  dan«  l'éiipre^idn  dé  k  lédgitadé 
par  la  variât^  4p  .  moyen  m^uvement^  On  poun^a 
donc  ici  SiuppOlNâr  dimpletîlent     • 

r 

et  par  conséquent  t)rt  àtirh  èrftôt*é  ëhlrë  lëilëfméâ  des 


DU  SYSTiÈME  QU  MONDE.  i83 

deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  qui 
dépendent  des  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  la  relation  ordinaire  , 

cT^  »?  f^  '  ■  '^^-  .  cTo. 

my  a 

d'où  Ton  conclura  immédiatement  la  partie  précé- 
dente de  la  grande  inégalité  de  Jupiter,  lorsque  là 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  déterminée. 

Il  est  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé* 
dente  dans  le  cas  que  nous  considérons.  En  effet, 
d'après  la  nature  de  la  fonction  TnK ,  les  termes  dp 
son  développement  qui  renferment  la  quantité  A^'^ 
et  ses  différences  $Qnt  les  seuls  quj  uq  sont  pas  com- 
muns aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité  M^**^ 
est  la  seuk  dpnt  li^^  valeurs  différeront  dans  les  ex*- 
pr^s6iaiQ$  w  $évm  de  m^  et  de  m'W,  Lorsque  l'on  con^ 
sidère  Taction  de  m'  sur  m  on  doit  £iire,  n^  a4f 

A^'^sas  -^  r^-K  .  et  dans  le  cas  où 'l'on  considère 

a  a*  ^ 

^  a' 

l'action  de  m  sur  m\  il  faut  faire  A^'^  t=  -i -,  Si 

l'on  suppose  donc  simplement  A^'^  =  -^  ,   çn  aura 

rigoureusement  mK  =  m'R',  et  par  conséquent  Q=Q, 
et  Q'  =  Q,  ;  il  faudra  ensuite  dans  les  termes  dépen- 
dant de  A^'^  et  de  ses  différences  ^  faire  A^*^  = r« , 

ce    qui  ajoutera   à  la    valeur  de  M^""^    la  quantité 


i84  THÉOIIE  ANALYTIQUE 

—  ^  ""^"  •  "^  î   ^*  quand  on   conisidérera  l'actîoa 


768 

a 
'à' 


de  m  sur  m' ,  il  faudra  faire  A^'^  = r, ,  ce   qui 

ajoutera  à  la  valeur  de  M^**^  la  quantité  •^-  m'  -gg  .  -7;. 

Mais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouvemens 
moyens  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  a,  à  très  peQ 
près, 

5oo  .  -r  =  3ia5  .  -r* 

a*  a 

m 

En  effet,  -t^-  =  -^r  *  et  comme  Sn*  est  à  fort  peu 
près  égal  à  2/1,  on  a  — j-  =  -2-  ;  par  conséquent, 

5oo  =  5i25  — n^  =  5*  —77- 


a''  a 


La  valeur  de  M^*^  est  donc  la  même,  soit  que  l'on 
considère  l'action  de  m!  sur  m,  soit  que  Ton  considère 
Faction  de  m  sur  m\  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, dépendantes  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités ,  deviennent  donc 

(5/1  — a/t)*  •  \—a'(lcos{Sn't—mt+Sî—2^)\ ' 

Et  Ton  pourra  conclure ,  par  conséquent,,  la  valeur 
précédente  de  J^p'  de  celle  de  cTv^,  en  multipliant 

,•        .  Smn'*a'  .        1  ,  ml/a 

celle-ci  par  -^  — 7-r-f  ^^  smiplement  par -^. 
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45.  Oa  rencontre  dans  la  théorie  de  Mercure  troublé 
par  la  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre,  à 
laquelle,  il  faut  également  avoir  égard ,  parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  nt 
et  n^t  de  ces  deux  planètes^  rend  très  petite  la  quan* 
tité. nt-^^^n't ,  et  peut  rendre  considérables,  par 
conséquent ,  les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment. Toutefois ,  coname  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d'importance,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit  diviseur 
(n— »<4^')*>  6t  ^P^  sont  introduites  dans  l'expression 
de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m  et  m' 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre ,  on  aura 

J'i;  =  —  Zan/difceK. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R  on  n'a 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'angle  ^n^t — nt 
et  qu'on  suppose 

R  =  m'Psin  (4n7  — /zi  -f-  41' — g) 
-f  m:?'co&{4n't  '^nt'\-  4«'  —  é)  , 
on  aura 

ft   _     3m  y^  f      <2P'6in(47î'^  —  71/ +  4g' — g)| 

^  ^~  (4/1-  —  ny  •  t— ûPcOs(4w'«— 71/  4-  4«  — i)J* 

En  faisant  î  =  4  dans  les  formules  du  n"  7 ,  on 
trouve 


"u    •-  ,     ,... 


L. 
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R  =  M<« V  ços  (4n'< — n/ 4- 4  «•  —  f  —  5«) 
-f- Mt'>eVcos(4n'<  —  n*-f  4«' — «— 2»— 4»') 
-+■  MWe«'*cos(4n'< — n<+4«'— j— » — 2<»'j 
M«*V»cos  C4»'<  —  n<  4-  4«'— «—  5«') 
N<*>cX*  cos  f  4n'<  —  n«  4-  4k'  _  I  —  û»  —  an) 
+  Nt'VA*  cos(4n'<— n«+ 4«'—  i'—  «'  —  aO). 

Et  pour  détenoiner  M^*"^,  M^*^,  etc. ,  ou  aura 

^A</»         c^5<^       ^.î^ 


./  „,  «^6?^  eZ..?^  ^3,<«> 

«'M(«)=— ^.i   i5i6.   -fio8«--jî— ♦-ao.'-^  +  .s-r^- 


«'N(0=     "*  * 


En  comparant  la  valeur  précédente  ^e  R  à  ceDe 
que  nous  lui  avons  supposée  ,  on  trouvera    , 

et  Ton  aura  pour  déterminer  m'afV,  la  même 
équation,  dans  laquelle  ori  fchanget*a  seulement  te 
sinus  en  cosinus. 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres ,  et  en  sub* 


1 
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t^taml  ensuite  poi^r  jtffP.  et  aT'  leurs  valeurs  dans 
rexpr£9sioa  de  «Tv^»  on  aura  sans  difficulté  la  partie 
principale  de  l'inégalité  de  Mercure  produite  par  l'ac- 
tiOû  de  la  Terre.  Cette  inég^lifé,  au  reste  ^^  ne Vélève 
guère  à  plus  d^une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
^valew|  les  temoes  que  tous  avons  négligés  peuvent 
donc  lêths  omis  $a«s. erreur  âensiUe^ 

44*^^^î^^^i^^^  théorie  de  la  Terre  trouLléeper 
yétos  uœ  inégalitédépendante  de  Fai)gle  dnt>^  1 5n% 
et  par  conséquent  du  cinquième  Ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons^  à  laquelle  il 
faut  avoir  égard ,  parce  que  8»  —  1 3w'  est  une  très  - 
petite  quantité^  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
ttloyens  mouvëmeiis  de  ces  deux  planètes.  En  effet , 
Texcès  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 
sur  treize  fois  cttlm  de  la  Terre ,.  est  d'enviroû  la  ^ 
p&rticLdu  jûaojea  oipuirement  «mnuel  de  la  Terre  ; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à  une  inégalité  dont 
la  période  est  de  2^0  ans  environ^  et  dont  rinfluence 
est  très  sensible  lorsque  Fon  compare  entre  eux  des 
lieux  dû  Soleil  obséiVés  à  dé  lôûgy  intervalles.  Pour 
la  déterminer /supposons  que  m  soit  Vénus  et  m^  la 
tWxve;  cenHkle  <:elte  ilil^alitéNesi  ^eo  ^dn^éraUe^ 
0|i  peut^égliger  le^  termeçqui  jq'ont.pas  (^x59t!  ^^Bny 
peur  i^i vîseurj,  alpre  si  l'on  suppose 

^  -  ft  =7n'Fsin  (1 5n1?-^*«72E  4*  1 5/  —  8f ) 
ou  aura 
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.,_        39m/i>      f   tfT'sin(i3/i'^— 87i/4-i5e'-86)î 
'^^"*"(i3/i'— 8n)»  •  i— aTcos(  1 5n'^— 87if+i3f '-8€)J  * 

les  valeurs  de  P  et  F'  étant  les  mêmes ,  soit  que  Too 
considère  Taction  de  m' sur  m  ^  soit  que  l'on  con- 
sidère.raction  de  m  sur  m',  et  1 5nf  étant  à  trè3  peu 
près  égal  k  8n,  on  aura  entre  J'q  et  J^(/  l'équation 
ordinaire  de  condition 

Ea  faisant  i  =:  1 3  dans  les  formules  du  n*  9,  on 
aura 


4-  M('>e*e'cos(i5n'<—  8n<-H  i3^— 8»— 4to — a') 
+  MWe'e'»cos(i5n'« — 8n«4-  iSi'—Se — 5a — afi»*) 
■f-  M«Ve"cos(i  5n7— 8n<+  i5ï'— 8«'— 20 — 5»') 
4-  M(*îce'*cos(i3n'<— 8n<4-  i3^~8«—ûi— 4»') 
4r  M«e"cq6  (iV<.— 8/i«  -h  1 3/— 8«— 5»') 
,   -f-  N«*Va»  cos  (  I  Su'*  —Sntr^-  1 5«'  —  8f  — 5« — al^ 
-f-N^' Ve'A»«»s(  1 3n'<^8nH-ï  5/— 8r-a<»'— a'—all) 
+NWee'*A*cos(i37i'<— 8n«H-i5<' — 8(->— <s> — ao'-all) 
4-  N«»V»A*cos(.i3i>'<  --8ff«  7f*  .1 5«'-r8«r-  3»' — afl) 
+  N<*>fiA  ♦ços,(  1 5n't — 8w<4- 1 5t'  — .8« — a»  —  40) 
+ N»>e'A<  cos  (  1 3«'< — 8/K  +  1 3e'— 8«—  «'—  40). 

et  Ton  trouvera 
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+  4700.' -3^  +  .,0.4  -g±--+  .* -_^     ) , 


m.)=    ^  ( 


4067403  b  I    -f-io4336S«  --J |-io3io8*«        * 


«^«  =— W   l  4»«:6s>a  *i    +«  io6667«  -^ — l-iosija»» 

+  5.47-  -5fr-+  "«•♦  -^+  .'  -^^, 
(.0)  *1  **l 

4506953*1    +ii7a595— ^ +,,5417,.  __L_ 
+  538,..-2i.  +  „9.4^+ .._^^^ 

a'M(4te— -^   V  47>09>7*1  +»»4o9a6i«-2i-+iai948«« L 


a>if  rf4Af 


■) 


«'MW=     j^   \^ 49aaai55i  -f-^3i i366*  -^  -^t^S:jo^*  —L 


58704  < 


■) 


««(•)=_"''• 
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8468*4     +ia84«-f-+63«.--yiL:+.i__t_    ) 


(Os    .2^1  io33oà3  '4-1468*—? Ki8*.-5JL-^î_i,    ] 
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En  comparant  entre  elles  1^  .deux  expressions  pré- 
cédentes  de  R  ^  on  itura 

4-*'N<»)c'A»  cos(3»4»2n)-+-tf'N(0c«c'x»co»  (i«  -^  •'-+-  an) 

tf.  «ilî^ocx*  c<9t  (« + 4n)  4-  fl'BKnç'A^cos  {•'+  4n)  ,• 

et  pour  déterminer  P  il  suffica  de  changer  dans  cette 
ëqualîon  les  cosinus  en  sinus. 

En  substituant  ejïsuite  «ees  "valenM  dans  j^  ^xpees* 
sions  de^p  et  de  cT^^^  on  aara  la  partie  la  plus  sen- 
sible ,des  inégalités  de  Jia  Terrie  «t  wde  ¥^nus,  résultant 
de  leijir  action  réci^proque  et  dépendante  de  l'angle 
i^rJt  —  ^t. 

Ce  calcul  n'a  de  difficulté  cfue  son  extrême  Ion- 
gueur^  C'est  à  M.  Aîrj^  savanj;  professeur  de  l'Univer- 
sité de  Cambridge ,  que  Ton  doit  la  découverte  de 
Fitiëgalité  précédente.  Il  est  remarquable  qjue  la  pHn- 
cipale  partie  du  coefficient  de  cette  inégalité  >  qui  Vé^ 
lève  àfprès  de  3''  pour  Tenus ,  et  à  2''  seulement  poor 
U  TeiTe>  txssshe  des  tonnes 'dépendant 
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mi  mutoelle  des  orbîtes^  termes  que  Van  o'av^t  pas 
ivffisaouDent  oonadéres  jusqu'ici»  et  parmi  Wsqygto 
an  myait  même  cra  pouvoir  nég^igfr  tamirit4t^  nuK 
(juî  renferment  les  p«ia8amÉSr4e9  incliiiaisoiis '$1190* 
rieures  à  la  seconde*  Les  termes  qui  dépendent  unique*- 
ment  des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte  ^  en  vertu  de  la*position  actuelle  des  péri- 
hélies des  deux  planètes ,  que  leur  ensemUe  ne  fouv^ 
nit  qu'un  résultat  à  peu  près  insensible  *  On  voit  par 
cet  exemple  qu^il  était  nécessaire  de  donner  au  éé*- 
veloppémetrt  de  la  fonction  R  toute  Tetafiidae  a  h^ 
quelle  nous  lavons  portée,  et , en  même  temps ,  que 
nos  formules  suffisent  jusqu'à  présent  à  tous  les  cas 
qui  peuveat  se  présenter. 

45.  Dans  le  chapitre  IX  du  livre  II  nous  avons  donné 
les  expressions  des  inégalités  du  rayon  vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  de  m,  en  portant  Tàp- 
proximation  j^squ  aux  premièreis  puissances  des  ex-^ 
centricités  et  des  inclinaisons  j  ce  qui  suffit  dans  fe 
plupai^t  des  «cas.  Au  moyen  des  formules  prooédentes, 
on  pourra  pousser  ks  approximaticiDs  aussi  loîn 
qu'on  ^voudra;  *el  nous  avons  donné ,  en  particulier^ 
l'es^^ression  des  termes  dépendaRis  du  carré  des  'Cx- 
centricités  ^t  des  inclinaisons ,  et  celle  -des  écmx 
grandes  inégalitdsde  JupileretdeSatsme^ea  tenant 
fiiènie  oompte  des  termes  du  cinquième  eirdre^  fl  ^etst 
rsre  qm  les  besoins  de  l'Astronoime  exigent  ida-* 
YSDtage;  -on  aura /en  tous  cas,  recours  aux  iScMitiules 
générales,  et  les  consîdéttations  qai  oblige^Mil;  de 
calculer  quelque  inégalité  nouvelle ^  «ervirant'  k^e^ 
fc<%ter  ia  ^détermination,  lies  <ii verses  inégalités  de 
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r,  if,  s,  ainsi  calculées,  s'ajouteront  l'une  à  l'aotre,  ea 
vertu  de  ce  que  les  équations  qui  les  déterminent  sont 
linéaires,  et  Ton  aura  pour  le  rayon  vecteur^  pour  la 
loogitude  et  pour  la  latitude  dans  Torbite  trou- 
blée p 

oxirp{ffS,  désignent  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et 
la  latitude  dans  Torbite  elliptique,  et  S^r,  J's^,  J's^h 
somme  des  inégalités  dont  ces  trois  expressions  soot 
affectées.  Ces  trois  dernières  quantités  seront  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  : 

g  étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro ,  et  k 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
Tordre  g,. ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre,  etc.,  unités. 

En  effet ,  il  résulte  des  lois  du  développement  de  la 
fonction  R ,  et  des  formules  qui  déterminent  les  iné- 
galités planétaires,  que  si  une  inégalité  dépendante 
d'un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  parmi,  les  termes  de  Tordre  g,  elle  ne  se 
présentera  plus  ensuite  que   parmi  les  termes  de 

Tordre  g-f~^9  g 'h  4f  ^^^*y  ®^  ^^<^^^  ^^  suite.  On 
pourra  donc  juger  facilement  à, quel  ordre  appartient 
une  inégalité  dépendante  d'un  argument  doané. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices. m',  m",  etc., 
produira  des  .termes  semblaibles  aux  précédens,  et 
la  réunion  de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  com» 


J 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  193 

plète  du  rayon  vecteur  de  m  et  des  inégalités  de 
son  meuvement^  soit  eii  longitude^  soit  eu  la- 
titude. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  résultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mules précédentes,  relativement  aux  sept  planètes 
principales,  et  nous'  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisante ,  la  détermination  de  leurs  principales  iné- 
galités. 


t    < 
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CHAPITRE  IV. 


^SBwwï^waEi 


Inégalités  dépendantes  du  carré  des  forces 

perturbatrices. 

46.  On  est  quelquefois  oblige ,  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  Favons  fait  jusqu'ici,  et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile, en  effet,  d'obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur^  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d'une  planète,  lorsque  l'on  connaît  les  inégalités  co^ 
respondantes  de  chacun  des  élémens  de  son  orbite; 
on  n'aura  pas  même  k  craindre  ici  que  la  compli" 
cation  des  formules  nuise  à  leur  usage ,  parce  que  les 
considérations  qui  obligeront  à  avenir  égard  à  quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d'en  négliger  le  plus  grand  nombre^ 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n^  61  du  livre  II  1 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  grand 
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axe  et  du  moyen  mouvetnent  ;  en  ayant  égard  aux 
termes  dëpendans  du  carré  des  forces  perturbatrices , 
déterminons  de  la  même  manière  les  variations  cor- 
respondantes  des  autres  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique. Pour  cela ,  en  indiquant  par  J^  les  variations 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  masses ,  il 
faudra ,  dans  les  formules  qui  donnent  les  variation^ 
des  élémens  de  l'orbite  de  m  (n^  4^  f  l^^i*^  H)»  substi- 
tuer à  la  place  des  élémens  que  ces  formules  renfer- 
ment leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
J'cù,  l^y  eTe,  etc.,  et  R-l-  cTR  à  la  place  de  R,  en 
nommant  cTR  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à  celle  des  élémens  de  l'orbite 
elliptique  que  cette  fonction  renferme ,  et  dépendante 
simplement  de  la  seconde  puissance  des  forces  per- 
turbatrices ;  en  sorte  qu'on  a 

Nous  avons  désigné  par  ^'R  la  différentielle  de 
la  fonction  R  prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée ,  et  sanfe  faire  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ;  lors  donc  qu'on  aura  substitué 
à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  m!  leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leurs  orbites* 
augmentées  de  leurs  variations ,  on  aura  la  difieren- 
tielle  rf'(R  -f-  cTR)  de  la  fonction  résultante,  en  diffé- 
rentjant,  par  rapport  au  temps  introduit,  par  les 
coordonnées  de  là  planète  troublée  et  par  leurs  ta- 
riatioâp ,  sans  £aire  tarier  le  temps  dépendant  dèft 

i3.. 
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coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  ou  de  leurs 
variations,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n^  60 
livre  II.  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc-- 
tion  R  4"  ^I^  relatives  aux  élémens  de  Forbite  ellip- 
tique I  qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  ces  élémens,  pour  montrer 
comment  on  les  obtiendra ,  désignons  pour  un  mo- 
ment par  R  cette  fonction  y.et  par  a  =  a  +  ^^  l'ui> 
quelconque   des   élémens  de   Torbite    de    m    aug- 

mente  de   sa  variation .  -z:   sera    la  quantité    qu'il 

du 

faudra  substituer  à  la  place  de  -j-  dans  les  for- 
mules du  n°  4^  ^"  '^^<*^  II  >  lorsqu'on  aura  égard 
aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses ,  mais 

il  est  clair  que  la  valeur  de  -^  est  égale  à  celle  de 

da 

-T~  f  dans  laquelle  on  substituerait ,  à  la  place  des  élé- 
mens de  Torbite ,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  quon  aura 

^  ^^  «L    JN     ^ 

^i  —  ^  "**  ^  •  dï"  ♦ 

Or,  d'après  la  valeur  précédente  de  cTR,  il  est  aisé 
de  voir  que  l'on  a 

i>  dR       dJK 

la  différentielle  de  J^K  relative  à  a  devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante  a  introduite  par  la 
substitution  des  valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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de  m,  et  en  regardant  comme  constante  celle  qu'in- 
troduisent les  variations  de  ces  coordonnées^  ainsi 
que  celles  des  coordonnées  de  la  planète  pertur- 
batrice w! . 

Il  faudra  donc,  pour  avoir  égard  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  des  masses ,  substituer  dans  les  for« 
mules  du  n""  fyiy  livre  II,  à  la  place  des  élémens  de 
l'orbite  de  m,  que  nous  supposerons  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  leurs  valeurs  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désignerons  par  la  caractéristique  J^,  et  mettre  ensuite 

R  +  cTR  à  la  place  de  R,  ^ — | — ~  à  la  place  de 

-^ ,  et  de  même  pour  les  différences  partielles  rela- 
tives aux  autres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  on  différentiera ,  par  rapport  à  la  caractérisr 
tique  ^^  les  formules  du  numéro  cité,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  /R , 
relatives  aux  élémens  de  Torbite  elliptique  de  m,  on 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  S'a  $ 
Ç,  «Ta',  etc. ,  qui  entrent  dans  l'expression  de  /R , 
ainsi  que  les  quautités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  -^sn  — ,  on  trou- 
vera 
rfa=  2a-  (^'cTR  4-  /^ad'Yifd'K) ,  (  i  ) 
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i 

Enfin ,  la  formule  (4)  du  n""  6t  du  livre  11^  en  ob- 
servant que  Ton  a 

/(d'Kfd'K)  =  i  {fd'K)% 

donnera ,  pour  la  variation  du  moyen  mouvement  ^ 
rfÇ  =  —  Zandtfd'J'K  + 1  a'/w/f  (/t/H)'.      (7) 

Dans  les  formules  précédentes,  il  faudra  substituer 
à  la  place  de  J^e  sa  valeur  déterminée  par  l'équa- 
tion (5)  du  n®  4^  du  livre  II  ;  et  en  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  des  élémens 
de  l'orbite  elliptique,  dépendantes  du  carré  des 
masses.  Nous  n'avons  pas  effectué  ici  cette  substitu- 
tion, qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté, 
afin  de  ne  pas  trop  conipliquer  les  formules. 

47  •  Si  de  même,  dans  la  valeur  (a)  de  /R ,  on  rem- 


i 


DU  SYSÎÈME  DU  MdMDE.  igg 

place  les  rariations  finies  des  élémeiis  deis  orbites  de 
m  et  de  m'  par  leurs  valeurs  données  par  la  preiâièrè 
approximation  y  od  pourra  développer  lexpression 
résultante  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportîotinels  aux  moyens  mouvemensdes  deux  pla- 
nèteSyde  la  même  manière  qu'on  a  développé  la  fono 
tion  R  dépendante  de  la  première  puissance  des  masses; 
mais 9  dans  certains  cas,  il  sera  préférable  de  dé- 
terminer la  variation  cTR  de  la  manière  suivante. 

Au  lieu  de  regarder  R  comme  une  fonction  des 
élémens  des  orbites  de  m  et  de  m\  et  du  temps  t^  on 
peut  considérer  cette  quantité  dans  l'état  où  elle  est 
donnée  pat  les  formules  du  tnouvement  ffbublé  ^ 
c'est-à-dire  comme  fonction  de.^  côôrdonrtées  de  la 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Si 
l'on  désigne  doue  respectivement  par  r,  ^,  s,  le  rayon 
vecteur,  la  longitude  tt  la  latitude  de  m  dans  son  or- 
bite elliptique,  et  par  ^r,  J^i^  et  J's  Ifes  parties  de  ces 
coordonnées  dues  à  l'action  des  forces  perturbatrices, 
et  dépendantes  de  la  première  puissance  de  ces  forces, 
qu'on  désigne  par  les  mêmes  lettrés  aciTeiltuées,  les 
quantités  correspondantes  relatives  à  m',  oâ  aura 

/Re*^^+g;;/^+-^/^4-5p^  +  3;;,/^'+3;;^^        {b) 

La  première  approximation  par  les  formules  dé-* 
veloppées  soit  dans  le  livre  II ,  soit  dans  les  chapitres 
précéd0hs,  fera  connaître  les  valeurs  de  J'r,  cTp,  J's, 
exprimées  en  suites  de  sinus  et  de  cosinus  des  moyens 
mouvemens  de  m  et  de  m\'  ordonnées  par  rapport 
atix  puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Nous  avons  donné  » 

dans  le   n^4f  ^^  moyen    d'obtenir  les  valeurs  des 

^•/w»/>  -•  Il       «R      oR,      dn.  •      ,        j      1 

différences  partielles  t-  ^  -j-  ^  -j-f  expnmees  de  la 

même  manièi*e;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  ^R  correspondans  aux  termes 
que  Ton  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

produits  -T^^^f  d"  ^^^  T  ^^  *  ^"®  ceXlà  fonction 
renferme.  Il  en  serait  de  même  relativement  aux 

produits  ^«Tr',  -p^^\  T'^^*^    ®*  ^^  ^^^  facile, 

par  conséquent ,  de  distinguer  tous  les  termes  de  ^R 
qui  dépendent  d'un  argument  donné ,  et  de  tel  ordre 
qu'on  voudra  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

On  aura  les  termes  correspondans  de  ^VR  en 
différentiant  par  rapport  au  temps  t  ^  introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  Sr ,  J^p  ,  cT^  ^  et  en  régardant  comme 
constant  celui  qui  dépend  des  coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  ^r%  ^y^  et 
cT^;  enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  dififérenccs  partielles  de  «TR  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  différentiant , 
par  rapport  à  ces  élémens,  Texpression  (6),  sans 
faire  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  des  variations  J^r,  JV,  cTi^,  etc., Confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné- 
galités des  élémens  de  l'orbite.de  m,  dépendantes  de 
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la  seconde  puissance  des  forces  perf  nrbatriçes  ;  et 
en  introduisant  ces  élémens  corrigés  de  leurs  va- 
riations ainsi  obtenues  ^  dans  les  formules  du  mou- 
Ycment  elliptique,  on  aura  les  inégalités  correspon* 
dantes  du  rayon  vecteur ,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  :  toutefois ,  comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des  masses  sont  en  général,  très  peu  considé- 
rables ,  on  n'aura  besoin  d'avoir  égard  qu'à  ceux 
qui ,  par  l'effet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent  devenir  sensibles.  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de  mf  un  rap-r 
port  tel  que  «W  —  in  soit  une  très  petite  quantité, 
/  et  /'  représentant .  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  les  inégalités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  dans  les 
mouTemens  réciproques  de  ces  deux  planètes,  se- 
ront ,  toutes  choses  égales  d'ailleurs ,  les  inégalités 
qui  auront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité. 

Or,  les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'  renferment  des 
termes  dçpendaqs  de  l'angle  i'n't'^^intj  et  qui  ont 
(i  V  —  m)*  pour  diviseur  ;    en  les  combinant  avec 

les  termes  des  différences  ^  ®*  jp  >  ^"^  dépendent 

du  même  argument,  il  en  résultera  dans  cTC  des 
termes  dépendans  de  l'argument  ^{îult — int),  et 
qui,  à  cause  de  la  double  intégration,  seront  af- 
fectés du  diviseur  (i'w'  —  m)*,  et  dans  les  variations 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépen- 
dans du  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  dir 
viseur  {i'n'—itif.  Ces  derniers  termes,  quoique  sous 
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ce  rappoft  moins  considérables  que  le»  premiers ,  pef^ 
rent  cependant  produire ,  dans  les  expiressions  des  ex- 
centricilés  et  des  longitudes  des  périhélies ,  des  illéga- 
lités très  sensibles,  et  qui  même  surpasseront  celles  du 
mojen  mouvement  j  si  les  excentricités  de  m  et  de  ml 
sont  très  petites ,  parée  que  leurs  coefEciens  seront  d'un 
<>rdre  moins  élevé  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons.  Cette  remarqué  est  analogue  k  celle 
que  nous  avons  faite  n*'  36  par  rapport  aux  in^- 
lités  dépendantes  de  la  première  puissances  dès  foroo 
perturbatrices. 

.  Les  expressions  de  «^a.,  cTe ,  etc. ,  renferment  des 
termes  dépendans de  largument  fn't • —  int ,  et  affec^ 
tés  du  diviseur  iW  -^  in;  en  les  combinant  donc  avec 

les  termes  de  ^ ,  ^  >  cte ,  dépendans  du  même  an- 
gle^ il  en  résultera  >  dans  l'expression  da  moyen 
mouveinenty  des  termes  dépendans,  comme  les  pré- 
cédens ,  de  l'argument  2  (Jln't  —  int) ,  et  qui  auroât 
{i'n^^-^iny  pour  diviseur  y  et  dans  l'expression  des 
autres  élémens  de  l'orbite  de  m,  des  termes  relatif 
au  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  diviseur 
{Vn' —  m)*;  cependant,  il  faudra  encore  avoir  égard 
à  CCS  termes,  priticipalement  dans  les  expressions 
des  variations  des  excentricités  et  des  périhélies ,  par 
la  même  raison  que  précédemment* 

Enfin,  si  l'on  considère  les  termes  de  la  fono 
iion  J^R  qui  dépendent  simplement  de  Vargument 
i'n^t-^int,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera  dans 
^Ç ,  par  la  double  intégration  que  ces  termes  subis- 
sent ^  des  inégalités  qui  n'auront ,  il  est  vrai ,  pour 
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diyiiSeur  qae  la  quantité  (iV — inYf  m^îa  aus^i  qui 
sçroat  simplement  de  Tordre  i'-^  x  relativement  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons ,  tandis  que  les 
inégalités  relatives  à  l'angle  a  {Vn't —  int)^  qni  sont 
affectées  du  diviseur  (fV — inY^  seront  de  l'ordre 

Lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices ,  l'expression  du  moyeu  mquve* 
ment  est  la  seule  qui  contienne  des  inégalités  dépens 
dantesy  comme  les  précédentes^  de  Ts^ngle  i'n't — intf 
et  ayant  {i^nf-^^inY  P^^T  diviseur  ;  et  c'est  elle,  par 
conséquent,  qui  fournit  alors  la  principale  partie  de 
Ja  variation  de  la  longitude  moyenne;  mais  tous 
les  élémens  de  Torbite  pourront  contenir  des  iné* 
galités  semblables  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  effet,  pour 
les  obtenir,  il  suffira  de  combiner  dans  Jfi  les 
termes  des  variations  de  cTa,  J'e,  etc«,  qui  dé- 
pendent de  l'angle  i'nft  —  irU,  et  qui  sont  divisés 
pariV-*-i/2,  avec  les  parties  constantes  des  diffé- 
rences t- ,  -T- .  etc.;  il  en  résultera  évidemment, 

da  '   de  ^  '  \  ' 

par  l'intégration  dans  /a ,  J^e,  etc. ,  des  inégalités  re- 
latives au  même  angle,  et  qui  auront  (zV  —  m)* 
pour  diviseur.  Ces  termes  seront  donc  comparables  ^ 
sous  tous  les  rapports,  à  ceux  qui  leur  correspondent 
dans  l'expressiot)  du  moyen  mouvement  ;  et  il  ne 
sera  pas  permis  de  les  négliger^  du  moment  qu'on 
aura  reconnu  la  nécessité  d'avoir  égara  à  ces  derniers 
termes. 
Les  différentes  inégalités  que  nous  venons  d'in- 
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diquersont  celles  qui  r&ultent,  dans  les  expressions, 
des  variations  des  élëmens  de  Torbite  de  m  dépen- 
dantes du  carré  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion SK  et  de  ses  différences  ;  mais  il  est  clair  que  les 
autres  termes  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  yaleuis 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  langle  in^t—int^ 
et  ayant  pour  diviseur  (i  V  —  m)*,  et  des  inégalité 
dépendantes  du  double  de  cet  angle  ^  et  divisées  par 
{Vn!  —  i/i/,  {Vn!  —  inf  ou  {Vn' —  in).  Pour  les  dé- 
terminer, il  suffirait  d'examiner  avec  soin  les  différen- 
tes parties  des  formules  générales  (i),  (2)  ete«;  ïdx& 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour   qu'on  en    tienne  compte ,  que   dans  la 
théorie  de  quelques  planètes ,  il  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque  cas  particulier,  selon 
rimportance  qu'il  présentera  :  les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  conln-^ 
bueront  toujours  à  faciliter  ce  développement. 

49*  C  est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à  te- 
nir compte  des  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliqua 
aux  inégalités  de  cette  espèce  ,  qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  qui  existe  entre  1^ 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes ,  les  co^ 
sidérations  précédentes. 

Occupons-nous  d'abord ,  parce  que  ce  sont  les  plQ^ 
faciles  à  déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
ble de  l'argument  de  la  grande  inégalité,  etq^^ 
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ayant  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5n'-^—  any, 
peuvent  acquérir  ^  par  cette  raison,  une  valeur  sen- 
sible y  quoiqu'elles  soient ,  comme  on  le  verra ,  du 
second  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice , 
et  du  sixième  à  Tégard  des  excentricités  et  des  in<- 
clinaisons.  Les  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l'expression  du  moyen  mouvement. 
Reprenons  donc  la .  formule  (7) ,  et  supposons  que 
m  représente  Jupiter,  m'  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à  m ,  marquées  d'un  siccent ,  dé- 
signent les  mêmes  quantités  [relatives  à  m',  en  inté- 
grant, on  aura 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  cette 
expression.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  on  peut  supposer,  d'après  ce 
qui  précède , 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R  qui  dépendent  de  Tangle  5n't  — -  2nt , 
soit 

d'où  l'on  tire 

•^ =  —  làmfPcoB  (Sn't  —  an  t  -f-  5i'—  «•)  -+-  amT'fin  (5n'£— anH^/— ai)] , 

dR. 

jjTjjrs     Sm'Pcot  {5n't  —  anc  +  5/—  at)—  5m'FuD(5ii't— aiit-f.5/— ai)], 

et  par  suite 

/  R  a  m^{S^^  a^CPcos  (5/i't  —ant-i-S*'—  at)— P'sin  (5n'/-.ant+5i'—  ai)] . 
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Pour  avoir  la  différentielle  d'^K^  il  &ul  faire  ra- 
rier  dan^  cette  expression  f  et  ;if  j  mais  on  peut  Reje- 
ter d'abord  la  partie  dépendante  de  la  différentielle 
de  Ç",  parde  qu'il  n'en  résultera  dans  J^^  cjuc  des  ter- 
mes relatifs  k  l'angle  2  (5n't  —  27U),  ayant  (5n' —  anf 
pour  diviseur;  on  trouvera  ainsi 

--^==am'(5f'-a{:)[Pain(5/i'i--îw«+5i'--ai)+Pcos(5«'/--a/»t-«-5f'---w)]. 

On  a  d'ailleurs  (n*  56) 

et  au  moyen  de  l'équation  }^=: — ^/^.Ç^onen 
conclut 

r=-(5„r^3^)a  V  ^.{  P^sinCS^'f-anf+Sf'.  ai)~Pcos(5ii'<-a/it^^/-.  ai)  l 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  pré»* 
dente,  on  trouve 

<r./R_      6m'*n»a  /5m  \/7-h'im  \/â'\  (    ( fv. .P«>ina(5/i'/— anr-hSi'-af)  i 
ndt         (5/»'— an)«V         mV«'         /l— aPP'cosaCS/i't-a/if-f.St'— at).  | 

on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

^        a(5n'-.a7i)4  V^        w'|/^         yt— aPFco8a(5«'/-a/ifH-5«'— ai).     I 

Cette  inégalité    doit   être   ajoutée   à   la   longitude 
moyenne  de  m  dans  l'expression   elliptique  de  la 

longitude  vraie.  En  la  multipliant  par  -—  ^^^    et     1 

faisant  a  =  ^,  on  en  conclura  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  cTÇ', 
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'^^""  a(5/»'—  a/»)4V  m  V^î         y  l— iPPcw^5«'<-$i«4^'-ai).  / 

5o .  Considérons  maintenant  l'inégalité  de  J^Ç  relative 
à  l'angle  aÇSn^t  —  ^nt)^  et  qui  a  (5n'—  a/i)'  pour  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  résulter, 
i"".  de  la  partie  de  cTR  que  nous  venons  de  considé-^ 
rer,  2*.  du  deuxième  terme  de  la  formule  (7);  5'.  de 
la  partie  de  «TR  qui  dépend  de  la  variation  des  élé- 
mens  a ,  a\  e ,  etc.  9  des  orbites  de  m  et  de  m^»  Déter- 
minons successivement  les  différentes  parties  de  oett^ 
inégalité. 

'  iL'expression  de  cTR  donne  1  en  différentiant  par 
rapport  a  Ç , 

«f .  iTR  =  ai»' Jf  [P'sin  (5/i'i  —  a«t  4-  5i'—  ai)— P  cos  (5/i'«— aiit+Si'—  a«)] , 

et  en  substituant  pour  di^  sa  valeur, 

<yjR_    6m'*na    i     (F*  —  ^>»)  «n  î»  (5»'«  —  an« -h  5f' —  at)  1 
ndt  "■  (5/i'  —  an)*  l  —  aPF cos  a  (5/i't  —  anr  4-  5i'  —  ai).  f 

et  par  suite 

^  ^  a(V— a/i)J*l—  aPP'cos  a  (5/i'«  —  a/if  +  5/  —  ai;.  J 

Supposons  maintenant 

J'Ç  as  ia^nfdt(/d'T\y; 

la  valeur  précédente,  de  R  donne ,  en  la  différen- 
tiant, 

et ,  pat  conséquent , 
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En  élevant  cette  Valeur  au  carré,  et  en  rejetant  les 
termes  non  périodiques,  on  trouve 


awt'»/!* 


W^^y^^^,^„y  { (P'«-P')co8î(5ii't.a/i£4-5i'-ai)+2PFwna(5/i'f-aiif-h5d'-îi.)l 

et  par  suite 

_    3irt^»n^fl«     r      (F»  —  P»)  sin  3 (SnU  ^  an*+  5/  —  at)  ^ 
*•  ""  u(5/i'—  any'X  —  aPF  cot  a  (5/i't  —  a/i«  -+-  Si'  —  at).  / 

Cette  inégalité ,  jointe  à  la  précédente ,  donne  la  sui- 
vante : 

_  j aift^'Ti^fl»     r      (F»  —  P«)  «n  a  (5ii't  —  ant  H-  5/  —  ai)  1^ 
^       a  (5»'  —  a»)"» "l  —  aPP'  coi  a  (5/t'«  —  ant  -f  5f'  —  at).         / 

On  trouverait  pour  l'inégalité  correspondante  rela- 
tive à  m% 

_    75OT«/^«a^»    f      (F«  —  Pt)  sin  a{5n't  —  ani  +  5/—  as)  > 
^        a  (5;/  —  a»)*  l  -  aPP'  cos  a(5«'f  —  a/tc  +  Si'  —  •).  I 

Ces  deux  inégalités,  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre ^ 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 
puisque  P  et  P'  sont  au  moins  du  troisième  ;  mais 
ces  dernières  inégalités  n'ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5n^  —  an ,  tandis  que  les  autres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement  beaucoup  moins  considérables  ; 
et  Ton  s'est  dispensé,  jusqu'à  présent ,  d'y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5n' —  aw)*  devant 
fournir,  en  effet,  la  principale  partie  de  la  va- 
riation^ de  la  longitude  moyenne  relative  à  l'angle 
2  (5nU  —  2nt). 
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5i«  Supposons  maintenant 

^n  faisant  abstraction  des  termes  de   J^R  qui  sont 
relatifs  à  la  variation  des  élémens  de  l'orbite  de  m^ 

Les  différences  partielles  -y^  ^^^  cette  expression  p 

ainsi  c[ue  dans  celle  de  J^e ,  doivent  être  prises  en  re» 
gardant  n  comme  constant  (p?  4^  9  livre  II). 

Si  l'on  substitue  pour  J^a ,  J'ê,  Se  et  J'cû  ,  leurs 
valeurs  données  par  l'intégration  des  formules  du 

n**  4^  9  ^^^^^  H^  cû  observant  que  -j-  rs  -^,  et  pour 

j-,  ^^  cTp,  cTj,  leurs  valeurs  données  n^  4f  ^*^ 
trouvera 

Supposons  ;  '  comme  précédemment , 

^ = m'P  *in  (5n'/  —  ant  +  5/—  a»)  +  m'I"  cm  (5/i't  —  ant  +  S/  —  3>)> 

En  faisanjt,  poarab^ger»  57t'^■^a7^^4~5«'— 3«=sa« 
l'expression  de  J'R  prendra  cette  forme  : 
Tome  III.  i4 


1 
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/R=--  <"*'*'*/' 


I  -p  sio  «  +  —  cos  «  I  (P  sm  «  4-  r'  cq»  «)| 

Là;  ""••^  *7  ="•  'J  W  '~—  Z-° *j| 

-  Lifo  •■°  •  ■*•  rfë""*  "J  C*  T  •"  3i  ""  v! 

rdp .    .dp'     n/dp         dP*  .    N 


»r«fl/» 


âr5rt^5«n7i-cî*j  r*'^-    _i_*''*'     V*^  »     ^'^  •    ^1 

a^an  -a/i;|r  i— e     j     i  ^  gj^  ^«^       cos  «  K  t-  Col*—  -^  sin  «J^ 

/  l      [F  ces  A —  P'fin  «1  f -r-  coi  « 5— sîn  *) 

m^'gwx  1      ^  \€i\  dx         J 

(S/i'-a/i)!/!"^^*'  1+  r^iîn*+^cos  ^  (Psin  *4-  P'^os  a). 

Si  ](^ûn  jopèi'e^  4^ds  cette  exprossion  »  les  mnltiplica^ 
lions  indiquées,  on  verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à  une  qti^otîté  coQî^tante  f  de  sorte  que  la  fonc* 
tion  cTR  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l'angle  ik{$n't  — -  un£^  introduit  par  la.  varia- 
tion des  six  élémens  de  Torbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  reâultse^^ttrait  lieu  r^ilativemeùt  aux  élé- 
mens de  l'orbite  de  ni  y  ce  qui  tient  à  ce  que  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  J^R  peuvent  praadre^  dans  les 
deux  cas ,  la  forme  générale  K  (M/Ncft  —  TSjT&dt) , 
K  étant  un  coefficient  constant. 

Pour  avoir  la  difRérentieUe  de  dftf'Kp  il  fattt  ditfe- 
rentier    l'exprÉOSton   précédeute    par   rafppMt   aux 
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seules  quantités  relatives  à  la  planète  m^  o'est-à-*dire 
d'après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée ,  qu'il 
faudra  ne  (aitt  varier  le  temps  t  dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  [  ]  qu'autant  qu'il  est 
multi|dié  par  n^  et  différentier  complètement  les 
fiicteurs  compris  entre  les  parenthèses  (  ) ,  et  qui 
sont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
planète  troublée.  Dans  les  deux  cas^  cette  expression 
détient  identiquement  nulle  ^  en  sorte  que  les  varia^^ 
tions  du  grand  axe,  de  Texcentricité,  de  l'inclinai- 
son ,  des  longitudes  de  Vépoque ,  du  périhélie  et  du 
m^eudde  l'orbite  de  la  planète  troublée,. n'introdui- 
sent dans  la  fonction  d'S^K  aucun  terme  constant ,  ni 
aucun  terme  relatif  à  l'argument  ^i  (5n'^  —  2/1^).  Il 
serait  facile  de  s'assurer  que  le  même  résultat  a  lieu 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice,  H  en  résulté  que  le  moyen  mouvement 
de  m,  de  même  que  celui  de  m',  ne  sont  assujettis,  en 
vertu  des  mêmes  variations,  à  aucune  inégalité  crois- 
sante comme  le  carré  du  temps,  ni  à  aucune  inégalité 
à  longue  période  dépendante  de  l'angle  2(579fi — an^); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne ,  le  beau  théorème  de  Vim^a* 
riabilité  des  grands  €uces  et  des  moyens  inouvemens 
planétaires f  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice ,  que  nous  devons  à  M,  Poisson , 
et  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  le  n*^  60  du  livre  II  (*). 

■»* ■  r  1 1  I  <   «t ■  I  '» *» I    1 1  n  •  I  i«  I  ■    i« t    h  1 1   I >i  «^  ■ 

f*)  M.   Poisson  avait  conclu  (Mémoires  de  T  Académie, 
tûiAfc  I"  )  que  \t  knème  résultat  subsisU  encofe  en  portant 


n 
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Les  expressions  de  cTÇ  et  de  <rç'  ne  renfermest 
donc  aucune  autre  inëgallté  dépendante  de  Fangle 
[2  {Mt  —  !knt),el  ayant  pour  diviseur  (5»'  —  :m)\ 
que  celles  qup  nous  avons  déterminées  n*  5o.  Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables,  et  qu'il  sera  facile  de 
développer  d'après  l'analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  s'en  assurer ,  ces  inégalités  seraient  absolu-* 
ment  du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouvement,  c'est-à-dire  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice  ^  et  dn 
sixième  relativement  aux  excenl  ricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites;  et  l'on  ppurra  les  négliger^ 
comme  nous  l'avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre ,  et  relatives  au  même  argument ,  qui 
ont  {5n!  —  2nY  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raison,  d'en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. 

52.  Considérons  les  variations  des  excentricités  et  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  au  même  ai^ 
ra^nt.  Pour  simplifier  les  formules,  nous  n'aurons 


Tapproximation  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre ,  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices,  mais  il  a  reconnu  depuis 
qu'il  avait  donné  trop  d*extension  à  son  analyse.  L'expression 
différentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre ,  relativement  à  ces  forces ,  et  le 
demi-grand  axe  enpeut  contenir  qui  soient  seulement  de  Tordre 
de  leur  carré  ;  en  sorte  que  le  théorème  sur  rinvariabilité  des 
grands  axes  n'a  plus  lieu  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice  :  nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
théorie  de  la  Lune.  {Mémoires  de  l'Académie,  tome  XIIL) 
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égard  qvLSL  la  partie  de  ces  variatîontis  qui  est  de  Tor- 
dre le  moins  élevé  possible,  relativement  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement 


de=: {-T -T-h 

e     \  dm  e    du  J 


Wn 


andt  fd.S^        »e  d^\      (     (^^ 


\  de  e*  de )' 


Déterminons  d'abord  les  inégalités  relatives  à  l'an*- 
gle  2  (5n7  —  tmt) ,  et  qui  ont  {Sn'  —  nny  pour  di- 
viseur. Elles  résultent ,  comme  on  la  vu  précédem- 
ment, de  la  partie  de  cTR  qui  dépend  de  la  variation, 
des  moyens  mouvemeus  de  m  et  de  m';  en  ne  consi^ 
dérant  que  ces  termes,  on  peut  supposer  (n"*  49) 

/R=  ,g  ,     '   .;! -T^-^ —  I . [  P'auKt  p-  Pco»«]  {P'iin*  —  Pcoia)  ,, 

(5n'-2/i)«\         mVa'         / 

les  quantités  P  et  P'  ne  devant  plus  s'étendre  ici 
qu'aux  termes  d6  la  fonction  R;  relatifs  à  l'angle 
Sn^t  —  %7ii  j  qui  dépendent  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in- 
clinaison&d^ès  orbites. 

Pour  avoir  les  diflFérences  partielles -^—  et  -^ — ,  il 

faudra ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  n'  46>  différen- 
tier  l'expresçion  précédente  par  rapport  à  cû  et  par 
rapport  a  e ,  sans  faire  varier  les  constantes  intro- 
duites dans  J^R  par  les  variations  des  moyens  mou- 
vemens  nt  et  n!u  Four  cela,  d'après  la  forme  de  cette 
expression,  il  suffira  de  différentier ,  relativement  à 
ces  constantes,  les  facteurs  entre  les  crochets  ;i  enre- 
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gardant  Gomme  invariables  les  facteurs  compris  entre 

parenthèses.  En  observant  qu'on  a,  par  le  n*  56 , 


dP_    ^       ^__    ^ 

</«  """      de  ^       dit  de 


on  trouvera  ainsi 


dé  de 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (c), 
et  en  intégrant  ensuite  ^  on  aura  les  inégalités  corres- 
pondantes de  «Te  et  de  J^éû. 

Considérons  maintenant  la  partie  de  cTR  qui  ré-' 
suite  des  variations  des  autres  élémens  des  orbites 
de  m  et  de  m\  En  n'ayant  égard  qu'aux  inéga- 
lités dont  nous  nous  occupons,  on  peut  faire  >  &=  Ay 
et  en  observant  qu'on  a 


dm~ 

-*  de  * 

dV  df 
dm              *«fe  ' 

d? 

27' 

dm'^       *dP* 

d9 

dV 
*y  dy> 

dV              dV 

«ftl  """       '  dy  ' 

(^ 


on  peut  su[^ser  simplement 
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a^m'an^ma'nr)   f  rd9'  .  dP         "]  /dP  </P'  .     V 

fdp .  ,dp'   -1  /dp-    ^dp .  \ï 


5/1'—  3V» 


Pour  obtenir  tes  différences  -^  et  -^ .  il  &u^ 

.  .«•  €te 

dra^  comme  précédemmefity  différeiitier  cette  éx- 
pre&ion ,  en  fatsisint  Varier  les  fàcteur$  entre  les  cro  - 
chets ,  et  en  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
compris  entre  pâventhMs.  Ea  ofa6ervatit'qiie^<d'â(^rè» 

]|»  équâtiims  (d) ,  on  a  ;       .>     : 

. .  '   •     •  •        ''.Il 

^d«  die     "^      <fe'    '       £fe£/#  rfff  de*  ^ 

et  en  substituant  pour  /e  sa  valeur  (n*  56)  > 

* 

'^^ = 5;r::rr«\^  ^'»  * -^  &■  ^^  *;  r 

on  trouvera  y  toute  réduction  faite  y  ' 
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.  ^ .  •  . 

de    de*        de     de* 

'     3* 


'^T7^a]l\\deJ.      \S:j  X       e 

(<f.W^/«^\      /  I      dP  dP' 

dm        e  dm/     \  \      ede  de 

mmWn'e  /dP  d*V        dP^    d*P  \ 
Su'—  a»  Kde'^'dêdj?      I^'dêd^) 
x'frm'an'^m^n')e  /rfP  d*P'       dP^    d*P\ 
Sïî?^  9»  Wy  dedy       dy    dedy)  * 


+" 


«H»  d«P    .   ai"  rf»!" 
de    de  de    de* 

,    il»'«<y»     I         dP    dP*    . 
on — in  \        ede    de 


cos  9« 


,  mm'afrt  fdP   d*P         dF    rf«y^ 
■*"W^/»\a?  <*•!&' ^  de'   dedeO 
Jt^jm^erh^mqWy  fdP,     d*P        dP'  d*^\ 
^ri'^'xn  \dy    dedy       d'y    dedy/* 

Si  l>Qi»  substitue  ces  yaleurs  daosr  1^  fomiHles  (c) > 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joigne,  lès  inégalités  ré^ 
sultantes  à  celles  que  nous  avons  déterminées  précé- 
demment^ on  trouvera,  en  n'ayant  égjard  ^'aux  par- 
ties non  périodiques  y 

ikr*fl«B«t  td^,  d^      dP  £f'F   JF  d»P  dP   d*V  "1 
5/r — an  t,  àe     de*        de  de*         dy   dedy      dy    dedy  j    ' 


mm 


im'aafnn't  rdP'     d*P       dP  d*V         dP'  d*P        d^d*^^ 
5n'^2n.     14*'    dede'      de'  dedaf.     d^   dedy       dydedyX 

m'*a*n*t    î^à^       d^^       ^  rf*P    -    rfF   ^T 
(5/»'— a«)e  L  ^«    <te«  "^  d«    €/«•  "*"  dy    dedy        dy     dedyj 

mm'aafnn't  VdP  d*P         dP'    d^P"       dP    d*P        dP'  d*P"\ 
^(^5n''^2n)e\jde^  dede^'^'d?    dede''^!^  dedy'^  dy    dedy}' 
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Ces    termes   croissan.t    proportionnellement    au 
temps  ^^  introduisent  dat^s  les  expressions  des  varia- 
tions séculaires  de  rexcentricité  et  de  la  longitude  du 
pénbélie^  dés  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices;  qui  deviennent  très  sensibles 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  considérant  ensuite  les  termes  périodiques,  on 
aura 


4(5i»f— 2/i)»i?. 


,    dP  dV  ,     ,^  ,  ^^,       ^  I 

_  „w      [(S)*-(S)>(^''''--+«'^-'), 

Ces  formules  détermineront,  les  variations  pério- 
diques de  Texcentricité  et  du  périhélie  de  Torbité 
de  m,  dues  au  carré  des  Ê>rces  perturbatrices ,  et  re- 
latives au  double  de  1  argument  de  la  gi^ande  inéga->> 
lité  ;  ces  variations  introduisent  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à  longue  'période , 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  là  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

55.  Pour  la  déterminer,  en  nonimonti^  ht  longi- 
tude  de  m  dans  son  orbite  elliptique ,  et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  l'ét^uatioU  du  cen*- 
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tre ,  on  a 

i^  z=:fndt  +  §  +  2^  sin  {fndt  -{-  €  —  »). 

DésîgaoïiSy  comme  précédemmeqt  ^  par  la  carac- 
térîf  tique  c^  les  variations  dépt^ndantes  de  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices  ^  et  par  la  caracté- 
ristique J^'  celles  qui  sont  dues  au  carré  de  ces  forces. 
Si  dans  l'expression  précédente  on  augmente  les  élé- 
mens  de  l'orbite  de  m  considérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs  variations,  on  aura  danfi  Forbite 
troublée  ^ 

la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  simplement  des 
masses  m ,  m',  etc. ,  e^irelle  que  nous  avons  examinée 
dans  la  première  approximation. 

Si  Ton  dévelo]^pe  donc  ^expression  précédente ,  en 
jil'ajant  égard  /qu'aux  inégalités  de  Tordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice,  qu'on  observe  que  les  iné- 
galités de  J'U  et  (  cTc  )*  y  dépendantes  de  l'angle 
^iSn't — 272/+5é' — 2e),  sont  insensibles^  n®  5q,  qu^on 

a  d'ailleurs  dans  l'orbite  troublée  y>2cfc=:72<+Ç+crC> 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  même  an- 
gle, introduites  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment ,  s'obtiennent  eh  augmentant  dans  la  partie  el- 
liptique ^  comme  nous  l'avons  dit  n°  49  >  l'angle  tU 
de  C  +  cTC^.la  quantité  cT^  étant  déterminée  par  la 
formule  du  même  numéro ,  on  aura 

*    •     »  '  I 

-7  [aeêr'a  +  lie.îtÊ  —  aÇ/e]  cos  (nt  -f- 1. —  »)* 

Cette  exfHTâ^sJw^  .  devrait,  contenir  encore   les  deux 
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termes  -^ 2eJ'ê  J'cù  et  -f-^<^^'^'^i  mais  ces  termes, 
comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre ,  ne  donneraient 
que  des  inégalités  insensibles  relativement  à  celles 
que  nous  considérons. 

Si  au  lieu  de  J'e  on  Substitue  dans  cette  expression 
sa  valeur  donnée  n^  52 ,  et  au  lieu  de  Ç  et  de  S'c^ 
leurs  valeurs  déterminées  par  les  formules 

*      (on— an)* 

qu^on  remplace  ensuite  J^e  et  if 'é»  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  donnée  par  les  formules  pré- 
cédentes,  ou  ve^^a^  que  les  inégalités  qui  ont  (5/î'— a/i)* 
pour  diviseur  disparaissent  d'elles-mêmes  ;  et  en  né*- 
gligeant  les  inégalités  dépend^iïtes  de  Yax^gJient'^E, 
parce  qu'elles  peuvent  être  supposées  comprises  dans 
l'équation  du  centre,  on  trouvera 

W^'\r      m'Va  >>)_(?  ^p^co,(,o«'«-5«t+.o 

Par  une  analyse  semblable  ,  on  trouverait  pour  les 
variations  sécnlaires  de  l'excaitricité  et  de  la  longi- 
tude du  périhélie  de  m',  dues  au  carré  de  la  force 
perturbatrice, 

^  V—  an  \^dT  de*        def  di^*  ^  dy    dfi'dy   .    dy  dTdyJ 
mm'aafnnft  V^^  d*V        dP    d^P"    '    dP^  d*9  ^^  d*)^^ 
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m^a'^nfH    fdP  ^  .  ^  d'F      <fP  ii»P        <fl>^  rf*F -j 

"*"(5^^  any  L2&  </«'-  "*"  rfe'    de'»  "^rf>  rf«^rfy  "*"  rfy    <ie'4>J 

"*■  (5«' —  a/iy  Lrf«  3ê3?       ite  dedé^ dy  d^dy       dy    d^dy^ 

• 

et  pour  les  variations  périodiques  de  ces  mêmes  ëlé-« 
mens  y  dépendantes  de  Tangle  2{5n^t — 2nt+5&' — ae), 
on  aura 

!^      #/P'  </P  N 

+(p'g:_pg)co.,(5«'«-,«.+5.'-..) 

^  '        l-'^'Tp  ^-7-co»a(5n'tr-îMi<4-5r— »«•); 

d'où  Ton  conclura  qu'en  vertu  des  termes  dépendans 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  la  longitude 
vràîe  de  Saturne  est  affectée  de  Finégalité  suî- 
varite  :  *  ' 

On  peut  déterminer  imniédiateme^nt  ;  et  sans -au- 
<fUï^  calcul,  les  deux  inégalités  précédentes  de  S^ 
et,  cTv'au  ipioyen  des  inégalités  déjà  calculées  dans 


^ 
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la  première  approximation.  En  effet,  si  l'on  repré* 
sente  par  K  sîn  {Sn't  —  Znt  +  5^  —  5«  +  B)  Fîné- 
galité  de  m  dépendante  de  l'angle  5n!t — 5n^+5fi- — 3€, 
et  par  H  sîn  (5n't  —  imt  -|-  5«'  —  at  -+-  A)  la  grande 

inégalité  y  ou   celle  qui  dépend   de   Tangle 

5n7  —  uni  +  5«'—  ai,  Finégalité  de  JV,  qui  dé- 
pend de  l'angle  lon't — 5n^+  lot'^ — 5f  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  : 

i  ^^'-V^-^'jV^)  ffK,i„(,o„'t  _5»t  +  .0.'-  5.  + A  +  B).  CV 

Soit  de  même  R'sin(4/i'^ — 271^+4/  — 2«-{-B'),  l'iné- 
galité de  m' dépendante  de  l'angle  4^'^ — 2/1^+4^' — 2€, 

et  — .  H'  sîn  (  5n'/  —  2nt  +  5g'  —  at-fr  A')'  la  grande 
inégalité  de  m\  l'inégalité  précédente  de  cT/  pourra 
prendre  cette  forme  : 

-  ^ ï- -= — ' — ^  H'K'  8in  (gn'i  — •4»«  +  9/  —  4*  +  A  +  B'). 

4  m^a 

54*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 


(*)  Il  suffit,  pour  s'en  couvaincre,  d'observer  que  parles 

n'^aSetaSona  Bs=:«  +  C,   A  =  C,   K  =  — ^-^ .  — , 

5/1 — 2/1  de^ 

H=  Tg 7^.  Si  l'on  développe  l'expression  pre'ce'dente , 

JZ.  Jt 

et  qu'à  la  place  de  ksmCj  A  cos  ^,  ^  sin  f ,  —  cos  C,   on 

substitue  leurs  valeurs  en  fonction  de  P  et  P',  n®  3o,  on  re- 
trouvera identiquement  l'inégalité  de  ts^  déterminée  plus 
haut. 


V. 
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aux  précédentes.  Pour  cela  nous  observerons  que  (p 
et.  p*  éuttif  comme  précédemment ,  les  mclinaisons 
des  orbitea  d^  m  et  de  m' sur  un  plan  fitse^  et  a  et  a/ 
les  longitudes  de  .  lenrs  noeuds  ascendans ,  si  l'on 
nomme  y  leur  inclinai$oli  ntutuelle,  et  H  la  longi-*- 
tude  du  nœud  ascendant  de  m^  compté  sur  Torbite 
de  m,  et  qu'on  considère  le  triangle  sphérique  corn-- 
pris  entre  ces  trois  plans ,  on  aura 

sin  y  sin  (Il  —  a)  =  sin  ^'  sîn  (a'  —  à) , 

sin  y  c6s(n  —  a)  =  sin^'cos^cos(â(' — et) — ^sin^cos^'. 

Si  l'on  suppose  donc 

P^  =: sinj'  sin  n >     Q^  =  sin  3/  cos  II, 

et^  comme  précédemment, 

j9  c=  sin  9  sin  a^    p'  z=z  sin  (p'  sin  a\ 
q  .=r  sin  (p  cos  gl,     q'  s^z  sin  (p'  cos  a^, 

en  multipliant  par  siu^  les  deux  équations  précé* 
dentés ,  on  aura 

Si  de  ces  éqaationi  ou  tire  les  valeurs  de  P,  et  Q,,  en 
observant  qu'on  a 


S/i—  p»  —  ç«  =  I  — .  - 


p-  +  ^ 


on  trouvera 
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Si ,  comme  nous  le  faisons ,  on  prend  pour  plan 
fixe  celui  de  Forbite  de  m  à  une  époque  donnée ,  p 
et  q  seront  de  Tordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on 
aura  ,  aux  quantités  près  de  Tordre  du  carré  de  ces 
forces 


On  a  d^ailleurs  v^i — p'^ — ç'"=cos7j  eu  négli- 
geant donc  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des 
inclinaisons  mutuelles  des  orbites, 

Ces  valeurs  sont  conformes  à  celles  que  nous  ayons 
trouvées  n^  86 ,  livre  II  ;  mais  Tanal  jse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  Ton  différeutie  par  rapport  à  la  caractéristique  cT, 
en  observant  qu'en  prenant  pour  Torîgine  d'où  les 
longitudes  sont  comptées ,  l'intersection  commune 
des  deux  orbites,  ce  qui  suppose  II  rr:  o  ^  on  a 
<rP^  =  3.^11,  cTQ^  =  cT^ ,  et  que  les  inégalités  de  J'p  et 
J^p'^  de  Sq  et  J'q'p  sont  liées  d'ailleurs  par  les  équa* 
tions  prdinaires^ 


1 
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on  aura 

>       m'^a        /  X       m'y  a     .,  ^ 

Maintenant^  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que 
nous  considérons,  en  vertu  des  formules  du  n*^4» 
on  a 

En  différentiant^  par  rapport  à  p^  et  à  II ,  les  deux 
parties  de  la  valeur  de  J^R  donnée  plus  haut ,  n*  5:2  y 
et  ne  conservant  que  là  partie  constante  de  cette 
différentielle,  on  aura 

5/»'  —  a»  \»rfc    itei/y        de    deéy  J  ^ 
mm'a'n'  fd^    d*P         dV^  d'V  \ 

<f./R_    3m''an»     /5m^\/â4- awV7"\    /^p  ^ F^^ 

ydn  ""(S»'— a/i)»  V  m'V/«'  /    V.     ^'r   ""      i'^y 

m'*ûn     rd^   d*V  _  ^    </»P  N 
5»'  ^—  a»  v</«  •  «/crfy     .  de    dedy  J 
mm'aW  fd9    d^V  ,     dP"    d*P  \ 
■*'5/i'— an  V^'e'  de'dy       de'  dTd^)' 

ISi  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  dé 
^^  et  dq,  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace  ensuite 
Sp  et  S'q  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  J^ 
et  de  yJ^U ,  on  trouvera  .     . 
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^  >nf*a*nn/m  \/7'{-m'  \/a\  /'dP   d^P'  ^  dP^    d^  \ 
M  —  2/i\        m'V/a         J\-de    dedy       "de    dedyj 

"*■   5n'  —  a/1  \        ,„/j/-         /  \di^  df^dy      de  d^  J' 

_Zfnf*a^nH/m\/'7'^mf\/a\  /5m  j/â-^-ai» V?\  /^    f?  .  «  ^'P'^ 
^       (5«'-a/i)«V      «/y/i        J\       ^.y/â'         JVdy'^^'dÇ) 

)dP    d^V        dP"    d*V 
de    dedy  "*"  de    dedy 
^dP   d^    ^^^ 
dy   dy*  dy     dy* 

ÎdP    d^P         dP"  J«P 

të  de'dy   '^  dtf  d^éy 

^dPd^    ^^  ^. 

dy   dy*  dy  dy* 

On  détertnmef a ,  au  moyen  de  ces  expressions  , 
les  valeurs  de  J^y  et  de  yJ'U;  on  en  conclura,  en 
vertu  des  formules  (e)  et  (J^),  celles  des  quantités 
S'p,  jy,  J'p  et  cTç',  et  par  suite  les  valeurs  des  quan-^ 
tîtés  J\p ,  JVt ,  J\p',  JU',  qui  déterminent  les  varia- 
tions des  orbites  de  m  et  de  m%  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
conque. 

Les  quantités  j^y  et  yj'îl,  comme  les  valeurs  de 
J^Cy  cTâ^t  etc.  y  sont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  !i(5n^t'-^ant);  mais 
•comme  elles  sont  absolument  insensibles ,  nous  n'au*- 
rons  égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu,  dans  le  n^  78  du  livre  II,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  des  forces  perturbatrices,  comme 
celles  qui  dépendent  de  la  première  approximation. 
Tome  III.  i5 


\ 


/ 
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sont  soumises  à  l'équation  de  condition  suivante  : 

m  \/i^e  +  m'  \/â'e'^e?  +  '"""1^  ^^3:^  =0.  (A) 

Les  valeurs  précédentes  de  cTe ,  S^e^  et  S'y  doivent 
donc  satisfaire  à  c^tte  équation  ^  et  c'est  en  efifet  ce 
qu  il  est  facile  de  vérifier  en  y  substituant  succès^ 
sivement  chacun  des  termes  correspondans  des  va- 
leurs de  cf e  y  cTe'  et  S'y  ;  et  en  observant  que  P  et 
F^  étant  des  fonctions  homogènes  en  e  ^  e'  et  y  y  de  la 
troisième  dimension ,  on  a 

d9     ,      ,  dt     ,        dP       _„ 


6 


de^       dé     ^  *  dy 
dV    ,      ,  dV    ,       df 


et  que  -^  et  -^-^  étant  des  fonctions  homogènes  en 
e  ^  e'  et  >  ^  de  la  seconde  dimension ,  on  a 

^  £/e»  "•*  ^  dede  '^  ^  dedy  —  ^   de  ^ 

et  dé  même  relativement  à  -r-  et  -^— : 
enirn,  qnë  d'après  les  valeui^  de  P  et  P'  on  a 

d^  d^  ^  ^  12 

dy    dy*  dy  dy^.  "" 

La  stabilité  du  système  des  deux  planètes  m  et  m! 
dépend  de  l'équation  (A),  comme  on  l'a  vu  n*  78; 


i 
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livre  II  ;  ce  système  est  donc  stable ,  c'est-à-dire  qu^ 
les  excentricités  et  l'indinaiscm  mutuelle  des  orbites 
de  Jupiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe** 
tites ,  en  ayant  même  égard  aux  variations  séculaires 
dépendantes  du,  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 
troisième  ordre ,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

56.  Ce  résultat  n*est  qu  une  vérification  particulière 
dii  théorème  que  nous  avons  démontré  généralement 
a*  78^  livre  II ,  et  en  considérant  un  nombre  quelcon- 
qiie  de  planètes  circulant  autour  du  Soleil.  U  faut  tou- 
tefois &ire  ki  une  remarque  importante.  Si  les  masses 
m,  ïf£ y  ni^j  etc. ,  ainsi  que  les  demi-grands  axes  a^  ct^ 
ii\  etc. ,  et  les  excentricités  e ,  e*',  e",  etc. ,  des  or- 
bites^ différaient  beaucoup  entre  elles^  comme  cela  a 
lieu  dans  notre  système  planétaire  y  il  s'ensuivrait  que 

les  quantités  ms/ae^e^  Tw'v/a'e'cTV,  etc. ,  pourraient 
se  compenser  entre  elles ,  quoique  les  variations  S'a , 
J^e' ,  etc. ,  fussent  très  différentes.  Les  équations  (e) 
et  (Z),  n*  54  f  livre  II ,  pourraient  donc  être  satisfaites^ 
sans  qu'on  eu  dût  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
i^entricités  et  des  indiinaisons  seront  toujours  comprises 
dans  d'étroites  limites^.  Il  faut ,  dans  ce  cas ,  recourir  à 
l'intégration  des  équations  différentielles  (P)  et  (c)  des 
n**  64  et  69  du  livre  IIj  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  varia- 
tions séculaires ,  qu'on  suppose 

&  =  e  sin  eu  ,       €  =  6  cos  co , 

V  ^^  e'  sin  û)',    .  «  c'  3=  e'  cas  m^. 

etc. 

Oa  sait  qu'on  satisÊiit  au  premier  système  en  faisant 

i5.. 
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5  =  M  sîn  [ht  + 1)  -f  M,  sin  {h,t  4-  /,)  +  Ma  sin(Aa<  +/.)  +etc./ 
*'=  M'fiin  {ht  +  /)-hM',  sm(h,t+V)  +M'.sin(ft.«  +/.)  +  etc. , 
etc., 

c  =  M  cos  {ht  +  /)+M,  QO%{h,t  -f  /,)  +M.  cos(A.i  +4)  +  etc.  ^ 
c'=M'cos  (^/  4-  /)+M',cosrft^r  +  /,)  4-M'.cos {Kt  +/,)  +  etc. , 
etc. , 

I9  l'If  ht  elc. ,  étant  des  constantes  arbitraires  en 
nombre  égal  à  celui  des  équations  (F)f  M,  MV 
M",  etc.,  M.,  M',,  M'„  etc.,  M.,  M'.,  M\,€tc.,  des 
systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  UQe  arbi- 
ficaire  et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  h,  k^, 
h^ ,  etc. ,  les  racines  d'une  équation  d'un  degré 
égal  à  celui  des  corps  agissans  que  Ton  considère. 

Soit  X  =  o  cette  équation.  Si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  de  b,  c,  .^V  «t<^-  > 
seront  toutes  composées  de  quantités  périodiques;  et^ 

en  vertu  des  équations  6=v/A*+c',  e'ssV^i'^+c'N  ete-> 
il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  excentricités  e,. 
e\  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M\  M",  etc.,  sont 
supposées  très  petites  et  du  même  ordre  que  les  ex- 
centricités des  planètes  principales  à  1  époque  ac- 
tuelle, les  intégrales  précédentes  montrent  que  les 
quantités  b ,  b%  etc. ,  CfC',  etc. ,  et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s'en  déduiront,  varieront  dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  seront,,  dans  tous  les 
temps,  très  petites,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  Il 
en  sera  de  même  des  inclinaisons  qui  dépendent  d'un 
système  d'équations  absolument  semblables.  On  dé- 
montre aisément,  par  les  considérations  exposées  n®  65, 
livre  II,  et  sans  avoir  besoin  de  résoudre  Féquatioa 
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X  =:  o  ^  que  cette  équatloa  ne  saurait  admettre,  que 
des  racines  réelles  et  inégales  ;  mais  il  reste  encore  k 
calculer  les  quantités  M ,  M'^  M'',  etc.  ^  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines ,  pour  être  assuré  que  Tel- 
îiptîcîté   de  Torbite    de  chaque   planète   sera    tour 
jours   comprise  entre  d'étroites  limites   qu'elle  ne 
saurait  dépasser  (i)  :  c'est  d'ailleurs. le  seul  moyen  dé 
déterminer  avec  exactitude,  pour  un  temps  quelcon- 
que, les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu'à  pré- 
sent on  s'était  contenté  de  donner  leurs  variations  sé- 
culaires développées  par  rapport  au  temps ,  et  en  ne 
portant  l'approximation  que  jusqu'à  la  seconde  puis- 
sance; mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
avons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé^ 
mens  de  leurs  orbites  exige  qu'on  détermine  ces  va- 
riations d'une  manière  plus  précise.  Aussi,  quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l'équation  X  =  o  , 
lorsque  Ton  considère  à  la  fois  le  systèi^e  des  sept 
planètes  principales ^  demande  de  pénibles  calculs;  la 
nécessité  d'établir  avec  certitude  un  poini  si  impo^*- 
lant  dans  le  système  du  monde,  ne  notisa  pas  permis 
d'hésilerà  les  entreprendre,  et  l'on  verra  que  les  ré^ 
sultats  que  nous  avons  obtenus  confirment  les  conclus- 
sions auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  cba«> 
pitré'VIIIdu  livre  II,  ep  admettant  comme  un  £aûtla 
petitesse  des  quantités  M,  M'^  M-Vetc. ,  qui  n'àV^iedt 
pas  encore  été  calculées»  :  '<'  .  .  >  t 

>  Lorsqu'on  veut  avoir  égard  au  calTé^des  foTcês^peif 
tarbatrices ,  il  faut^  dans  les  équations  (P)  et  (<^)^  n'^^  (^ 


tM«U    * 


{*)  Voir  leB  notes  â-la  fin  du  volume. 
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et 6^1  livre  II,  augmenter  les  quantités  j7f  ^  >  etc.  ^ 

-^^  ^  y  etc.,  de  leurs  varii^oiis séculaires  relatives  à  la 

seconde  approximation ,  et  déterminées  par  les  formu- 
les précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  plus  li* 
néaires ,  cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d^approxîmation.  En  effet,  sup- 
posons d'abord  qu'on  ait  égard  aux  quantités  d'un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m,  rnl, 
vfi'^  etc. ,  mais  qu'on  néglige  dans  les  équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  îndinaisons  supérieures  à  la 
première.  Les  équations  qui  en  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  à  coefHciens  constans;  en  les  trai- 
tant comme  on  a  traité  les  équations  primitives  (P) 
et  (c)  y  on  en  déduira  une  équation  de  la  forme 

X  H- X,  +  X. -4- €tc.  ===  o ,  '      («) 

^ui  remplacera  t'éqiiatîon  X  «:  o ,  et  dans  laquelle 
Is  premier  terme  aeia  cette  ibénve  quantité  X  de 
l'ordre  des  masses  M  y  m!  y  etc.;  X,  dedignei^  une 
•qiiantité  Avl  secobdv.orére  }Mir  rapport  à  ces  mlotes, 
•X4  une  quantité  d»  troisième  ordre ,.  '  et .  ainsi  de 
ishite»  Or^  les. racines > de  récpattiita  («)  sef  dâddirout 
jde  !o9Ues  Ue  Véqiiali6n,  Ik^Ao  fiér  le  procédé  ordi^ 
naire  des  substitutions  successives  «  et .  d'axtrès  les 
ficindipes  de  oette.  méAtodè  ai  les  racines  de  cette 
jéqimtioa  sont  toutiss  réelles  et  illégales  ,,H  en  sert 
de  même  des  racines  de  l'équation  {cl)  y  qui  se  trou- 
veront exprimées  «n  séries  ordoûnées  par  rapf^ort 
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aiix  produits  et  aux  puissances  des  masses  vif  m', 
m",  etc.,  J^es  expi^ntrici.^^  et  1^$  inclinaisons  serpnt 
df>pc  fçnpor^  ,^dans  ce  <i9i$f  conafposëes  di^  quantités 
periQd^qi|0s., 

^  Si  t*Qn  atosidère  maii^tenaat  lès^ermes  dépéndaas 
des  cqJtes ^  des.puissançe&suparieni^s.des'cxoén-' 
^i:^iSésiejt  dés  inclinaisons ,  lès  équations  (P)  et  (c) 
ne  seront  plus/ lineaitvs y  et^^ur  le&  intégrer  il  fan- 
4ra  re^dnrîraux  métliDdesd'approjif^itnation.  On  sup* 
posera  .jqu'on  ait  détt nmna;  le^  valeurs  des  iocQi)-^ 
nues  f  en  faisant  d  abord  •  abétractidn  des  termes 
dépendasi^' des  {HÛssances  dès.ènccentcicités  sujperièu- 
t^  h  Ja  {treniièrèi  y  nais  en  ayant  égard  k  tontes  iës^ 
poiasaiices^des.niasses.qa'joii  veut  considérer.  On  subs» 
titiiera;  !  dans  les  équations  prçposées  les  premièrea 
vj^ujfa  ap{Kroehées>y  jêt  l'on  déferraînéra  les  varia- 
tiottsi  ;qif'ii  faut  faire  subir  aux  constantes  qui  en- 
trent .dans  Jâs  intégraks,  jpoijr.satisfiiine  àiceséqua^- 
tîdns^  lûiiqii'on  a  .^acd.  âu^  terhies:  du  traisième 
omkrë  par  rapport  iux.èxcentHcités. et. aux  inclinai-' 
aohSciOà  pàfvienépa  ainsi ^:  par  des  ap[H!qiuinati<ms 
aoccessJLves  ^  !  à  déterîniùer.  les  valeurs  dç  ces  qùiaucê 
titéife  aiV6C:tèl  degré  d!exaetiiude  qu'on  tondra  ^;  et 
tob tes icàesivaiiMirs y  d'après  les  princi^&de  oette >mé^ 
thoâe'd?appn6xîmâitîon^  conserv^érànt-laniéme  foripé 
^ueidaiiB  lex^as»  pu  L'cîn  li^a  égard  i^U  la^premièm 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons.,. Sait 

*•  ■  • 

V  ^  Yj^  4-  Y.  -f-  etc.  =  o  ,       '     •  ' 


>      •  K.       ^     «     »'^ 


V^qiaatipni  qui  remplace  l'équation  (à) ,  et  dans  la-^ 
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quelle  Y  est  le  premier  membre  de  cette  équafiotr^ 
Y|  une  quantité  de  l'ordre  des  carrés  et  des  produits^ 
des  excentricités  et  des  mclînaisons,  Y«  une  quantité 
de  l'ordre  de  leurs  quatrièmes  puissances ,  etc«  Toutes 
les  racines  de  cette  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d'approximation  ^  seront  réelles  et  inégales 
si  les  racines  de  l'équation  Y  sss  o  remplissent  cette 
condition  ^  et  elles  se  trouveront  exprimées  en  séries 
eonrergentes  ordonnées  comme  les  quantités  Y, 
Y,  9  etc.  f  suivant  les  puissances  ascendantes  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  planétaire  est 
généralement  assurée,  quel  que  soit  Tordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations,  du  mo* 
ment  qu'on  a  prouvé  que  les  valeurs  des  excentricités 
et  de&  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi- 
mation ne  sont  composées  que  de  quantités  périodi- 
ques. Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  au 
moyen  des  équations  qui-  résultent  du  principe  des 
aires ,  n^  78  du  livre  II ,  en  étendant  les  appioxima* 
tions  à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  La  démonsti^ation 
précédente ,  déduite  de  la  considération .  même  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  indinaisons^,  en  est  uœ  con-* 
firmation  nouvelle. 

Le  principe  important  de  la  stabilité  du  système 
du  monde  repose ,  comme  on  voit ,  sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  :  il  faut,  i**  que  Téqua-* 
tu>tk  X  =3  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  p, 
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2^  que  les  valeurs  de  M^  M',  M^^  etc. ,  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines ,  soient  toutes  de  très  petites 
quantités.  On  prouve ^n'  65,  livre  II,  que  la  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le  même  sens  autour  du 
Soleil.  C'est  64  effet  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature;  mais 
il  était  d'autant  plus  intéressant  d'examiner  ce  qui  ré- 
sulterait de  rhypothèse ,  que  quelques-uns  des  corps 
célestes  tournent  danâ  des  sens  op{K>sés,  que  plu* 
sieurs  géomètres  avaient  cru  popvoif  avancer  que 
l'hypothèse  contraire  n'était  pas  indisiptesable  à  la 
stabilité  du  système.  M.  Poisson  a  démontré,  en  né 
considérant,  il  est  vrai,  que  l'action  mutuelle  de 
deux  planètes^  que,  dans  ce  cas,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques  ^  mais  que  les 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à  cette  condi- 
tion, et  qu'elles  pourront  croître  indéBhifhent  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n'est  que  de 
pure  curiosité ,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici ,  et 
ûoùs  renvoyons,  sur  ce  point,  au  mémoire  du  sa  Vaut 
géomètre  (*).  ;'     1 

57.  Considérons  maintenant  les  inégalités  des  clé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  de  Fordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  et  qUî  dépetident 
simplement  de  Targument  5n't  — -  uni  de  là  grande 
inégalité.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  parmi  ces  tenbes 
les  moins  élevés,  relativement  aux  excentricités •  et 
aux  inclinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  câb^s 

et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 

.  j 

(^)  Connaissance  des'Tems  pour  Vannée  iS36k 
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lités^  et  que  les  plus  considérables  sont  ceux  qui, 
9près  l'intégration ,  acquièrent  .1$  très  petit  diviseur 
(5n'  —  2n)\  Nous  n'AUrona  donc  ogard,  ici  qu'à  ces 
Ite^mes,  piarce  q^e  ce  ^iit  eux  qvi  fouriiis^nt  ïiiéc^s- 
S^iremept  la  partie  principale  (dea  ii^ég^téscorr^^ 
pondantes  4e$  l^ngitji^^js  S'y  et.  cTf^» »  q^e  mtiis  nous 
proposons  j^ç  dliterminei**  ,  :  . 
,  QocuponsHnous  da|>ord  jdçs  moyens  tnéuTeméns* 
En  supjios^at  qoe  m  représente  Jupiter,  m' Saturne^ 
et  que  toutes  lîss.  quantités  relatives  à  m,  marquées 
li^uà  'accent^  i  désignant  les  mêmes  quatiftités  ^e- 
lativ»; .  à  •  m^,  ^pitair  déterttiinér  IdS  inégalités  de  cTÇ 
eb  Si^f  ibitaura; 


n. 


; .  t    .  .  *    •       •     ♦ 


«T^  =«  r-r  5qnfA finaux  ^^fdt(/d!Ryr 

\  (o) 


.J  «  >    0  *  I  t 


Les  :  différentielles  //'  et  rf"  .^  rapportent  pniqi^Q'^ 
nient^  h'  px^p^ière  à  la  pj^nète  m ,  la  seconde  à  la 
planète  m' ,  et  devant  être  prises ,  par  eonsféque^t, 
^e^  fôis^nt;.  jr^^  dans  c^aqfle  fqi-^mdç  1^  Jpmps  t 
iptr<p.duit,  f^vXçs  coordonnées  dç;  la,  pla^^fï  trou- 
blée, et  en  rçg^rd^t  conjfpè  coi?sl?int  le  ,t^i?}pç  ?;e- 
l^tif^auk  |CQ0^4^nnée&  d^  lapbujèt^^peflurbft^riç^^    . 

.  P'^prèfl^  1a. f0^n)fid^.ion£tiobs. «TlViel  rfïl'/»°  4?» 
\l  fimdrA»t49bfi^ckfteun  des/phulmt^qm  ôwtpo* 
ff§4%ju  coimj^^^eir  ;eteJtré  eusc  les  idiffçretts  :  itertnes  des 
dj^^x  façtç^i^rde.maaièrejopie  lai)Soaàoie.ouJbLidif-<- 
férence  desargumens  relatifs  -aux  tegme^-^ue  Ton  a 
considérés  ;j%eit  égale  à  Sw'/  ,^^.  a«* }  i&'eslrcàndire,  que 
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si  l'on  désigne  par  U  Targument  du  terme  que  l'on  a 
considéré  dans  l'un  des  facteurs,  et  par  tt  l'argument 
du  terme  correspondant  dans  Faufre  facteur,  m^^t 
pour  fixer  les  idées,  on  suppose  de  pins  que  n'^  soit 
toujours  précédé  du  signe  -|-  dans  It  et  dans  l't ,  il 
faudra  qu'on  ait 

t +  1  =z  5n^^^  an    ou     P  —  l=z5n!  —  2/1. 

Il  faudra ,  en  outre ,  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  <1^  inclinaisonisi  dans  ces  termes  ne 
snrpasse  pas  tmis. 

•  .  Or,  d'après  les  lois  du  dévèlô{^ment  de  la  fonc- 
tion R,  n^  4^  ^'  c^liiôs  des  différens  termes  des  expres- 
sions de  J^r,  eTr',  j^v,  etc. ,  il  sera  aisé  de  reconnaître 
qufi  les  râleurs  de  l  et  de  r,  qui  satisferont  à  la  pre- 
mière condition,  ser<mt'    ■  *       .  .  c     • 

r  :  •      ■ 

Z=  o  et     :  /'  =  5n'  —  a/î,  ^. 

/  =;=:  /l',  ,        V  55:  An'  —  2/î> 

l  =x  2n\  ,   t  zsz  5»'  -^  s/i^        :   » 

/  =r:  Sn,  ?  s=±  uri  ---^  in,         ' 

l  =s=  n'  -^  n,     .    f '  s^  4^'  ^—  /2, 

*  *  *  » 

/  =  S/î'  —  n,       T  ==  2w'  —  n. 

Ces  con(ibinaisotis  scntt.au  noitabre  de^  six ,  mais  elles 
en  fourniront  douze,  parce  qu'on  peut  diangerdans 
cb^Krune  d'ielles  Ifin.Vf  et  réciproquement.  : i .!< » 

Quatit  tox .  y^(^ws  ide  il  et  dû .  r:qhi  aatiisfepoiitfà  |;a 
deuxième  ci3tnditik>»>r.lettî!  ûornbcd)  ^t>ihdéfiili,^'  et 
l'o^  p0ut  kiB  cQmprftndce  som  cefi)quitti>e'£9r»iies  gé^ 


!.. 
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/  =  Sn! —  2n  +  i{n^  —  n)  et  t=:i(n''^n) 

l  ==  Sh*  — •  5/1  +  î  {n!  —  w)        Z'  =  i^n!"^  n)  —  n^ 

l  =  5n'  —  4^*  +  K^'  —  ^)       '^  =  K^'  "^  '*) —  ^'*> 
l  =^  5n'—  5n  +  i{n!  —  n)       ^  =  i(n'  —  n)  —  5n, 

î  étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisons  sont  doubles ,  comme  les  précé- 
dentés^  parce  qu*on  peut  y  permuter  les  lettres  / 
et  /'. 

On  voit^  diaprés  cela  ^  que  U  partie  des  valeurs  de 
J^Ç"  et  J^Ç"  qui  provient  de  la  coitibinàiison  par  voie  de 
soustraction  des  argumens  Z  e^t  ^  sera  composée  d'un 
nombre  indéfini  de  termes ,  et  que  par  conséquent 
il  serait  impossible  de  calculer  •  rigoureusement  lés 
valeurs  de  éT^  et  de  ^^'  qyX  dépendent  de  l'angle 
Sn!t  —  2nt ,  et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites ,  et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  Mais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites^  il  suffira  de  tenir  compte  des 
plus  considéi/ables ;  en  général,  ce  squt  celles  qui  ré- 
pondront aux  moindres  valeurs  de./;  et^en  effet, 
on  verra ,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent^  que  les  inégalités  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  etdeia  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissetit  ^vët;  beaucoup- de  i*a- 
pidité  à  meâure  que  leur  argument  dépend  d'un  plus 
grand»  multiple  des  moyens  '  moia^etnenâ' dé  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  ^pertixrbatrice.  Les  pre- 
miers termes.de  ces  séries  seront  donc >  en  généif'al, 
les  seuls  qui  puissent;  par  leur  combinaison  avec  les, 
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différences  partielles  de  R  et  R',  produire  des  inéga^ 
lités  sensibles  dans  les  valeurs  de  cTÇ  et  de  cTÇ'. 

Considérons  maintenant  la  seconde  partie  des 
formules  (o).  Il  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui,  après  la  double  intégration,  auront  la  très 
petite  quantité  {5nf  —  27z)*  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui,  dans  les  intégrales  (fd'Ky  et  (y<f' R'/,  sont  déjà 
divisés  par  5/i'  —  an.  En  nous  bornant  donc  à  dé- 
terminer ces  termes,  il  faudra,  pour  les  obtenir, 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  /d'K  et 
fd''K'  avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
l'argument  5n't  —  ant. 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  J^Ç  et  de  /Ç"  sera 
comprise,  par  conséquent,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  argumens  It  et  rt,  c'est-à-dire  dans 
celle  des  argumens  zéro  et  5n't  -r  2nt. 

Commençons  par  déterminer  les  inégalités  rela- 
tives à  cette  combinaison. 

Inégalités  de  St^  et  cTÇ'  qui  résultent  de  la  combi-^ 
naison  des  argumens  o  et  5n't— «ant. 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
des  formules  (o) ,  en  n'ayant  d'abord  égard  qu'à  son 
premier  terme. 

Si  l'on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  développement  de  la  fonction  R ,  et  qu'on  né- 
glige les  termes  dépendans  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  on  aura 

R  =  ^'aco, 
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JR 


=  m'(a^¥+a'  ^f)  8iii(5«'<  -  an/  +  5i'—  21) 

•     d^  dp'      \ 

+  m'f  fl ^ F  +  a'^F'jcos  (Sn't  —  2ni  +  5i'  —  21) ,  * 

d'où  en  diffërentiant  par  rapport  knt ,  en  regardant 
n't  comme  constant ,  on  tirera 

^!^£5=--aifi'^tfa'^F+a'«  ^  F'^  cos  (5n'<  -  Mt  +  5«'—  a«) 
+  2m'^«a'Î2^F+fl'*^  F'^  fin  (5n'«  -  a««  +  5/—  ai). 

En  multipliant  cette  expression  par  jpi^ — tt-- — »  > 

on  aura  la  partie  correspondante  de  J^. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  la 
même  formule.  Supposons,  comme  précédemment, 

JR  =  m'P  sin  (5n'«  —  a»t  H-  5«'—  ai)  +  m^?'  oof  (Snft  —  aiil  4-  5/—  ai), 

d'où  en  différentiant  par  rapport  kntfeten  intégrant 
ensuite ,  on  tire 


am  n 


g  étant  une  constante  arbitraire. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l'argument  Srit  —  ont ,  on  aura 

</<^R)*=— 1^^^.  [Piin  (Sn'f— îin«-f^-.a«)+P'coi  (5/i'«— ai»«+5/— ai)]. 

On  a  d'ailleurs  ^  n"*  93 ,  livre  II , 

La  première  des  formules  (o)  donnera  donc,  en 
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en  vertu  du  terme  précédent , 

En  réunissant  cette  inégalité  aux  deux  inégalités 
déterminées  précédemment ,  on  aura'  la  valeur  com- 
plète de  cTÇ,  résultante  de  la  combinaison  des  argu- 
mens  zéro  et  5/z'/  — -  2nt.  ,  ^ 

59.  Pour  avoir  la  partie  de  cT^^  correspondante  à 
celle  de  J^Ç  que  nous  venons  de  déterminer ,  repre- 
nons la  seconde  des  formules  (o)    ti  ^.'.  ^ .  ,  . 

En  suivant  l'analyse  du  numéro  précédent ,  et  en 
supposant 

Ç  =  F  cos  (  5n't  +  2nt  +  5î'  —  2g+/) 

on  trouvera 

— -«. —  = \ -, — i, a'*      .  ,"'  F'  sin iSn't  —  a/it  -f- 5i  —  a$  +  /'), 

ndt  an  dar 

et  en  multipliant  cette  expression  par  ^  ,^'    --^-p — ?;  ♦ 

on  aura  Tinégalité  que  le  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de  cTÇ''. 
Réciproquement  9  soit 

R'=:  mP  sin  (5/2'«  —  a/it  +5f''—  a«)  -f  mFcos  (5n'£  —  ant  +  5«'—  at)  » 

et  supposons ,  comme  plus  haut, 

on  .trouvera 

Tome  III.  16 
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En  différentiant  cette  valeur  par  rapport  k  nfi,  od 
aura 

—  Smn'Caa'  ^F+  «'•  3^  F  )  «•  {Sn't  ~  »n«  +  5/ — at). 

Les  quantités  P,  P'^  F,  F'  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs que  dans  le  n*  58 ,  comme  on  a  à  très  peu  près 
5n!  =  271,  il  est  aisé  de  conclure  que  l'inégalité  de  J'C 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  J^R'  est  liée 
à  l'inégalité  correspondante  de  cT^  par  l'équation  or- 
dinaire de  condition 

m'yaf 

Par  l'analyse  du  n?  58  on  verra  que  le  second  terme 
de  l'expression  de  cTÇ'  produit  le  terme  suivant  : 

t 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  deux 
précédentes,  on  aura  la  valeur  complète  de  la  partie 
de  J't^^  dépendante  de  la  combinaison  des  argumens 
zéro  et  5n't — nt. 

Calcul  des  termes  de  J^^  et  de  S't,'  qui  résultent  de  la 
combinaison  des  argumens  3n't — nt  et  !in't — ^nt. 

60  •  Le  dernier  terme  de  chacune  des  formules 
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(o)  ne  saurait  produire  dans  lea  valeurs  de  ^ 
et  de  J'Z^^  aucune  inégalité  dépendante  de  l'angle 
Sn't — 2nt  et  du  troisième  ordre  relativement  aux 
excentricités ,  lorsque  Ton  fait  abstraction  de  la  com- 
binaison des  argumens  o  et  5n^t  «-«  ant  ;  il  nous  suf- 
fira donc  de  supposer  désormais 

J^Ç'=  ~  5aWfdtfcf'.  cTR'. 

Parmi  le  nombre  indéfini  de  combinaisons  qui 
peuvent  donner  dans  cTÇ  et  cTÇ'  des  termes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  considérons ,  nous  n'aurons  égatd 
qu'à  ceux  qui  proviennent  de  la  double  combinai^n 
des  argumens  3/j'— net  2n* — » ,  parce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  sera  facile 
d'ailleurs  d'étendre  la  même  analyse  au  développe- 
ment des  termes  résultant  de  l'une  quelconque  des 
combinaisons  énumérées  n^  67  ;  c'est  ce  que  j  ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Savans 
étrangers  (1),  je  me  contenterai  donc  d'en  rapporter 
les  résultats  numériques ,  lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
à  la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

Considérons  d'abord  la  valeur  de  ^1^. 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans   de 


(i)  Mémoires  de  TAcade'inie ,  Swans  étrangers,  i834. 
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l'angle  5n'« — ant  et  du  carré  et  des  produits  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons ,  soit 

+  M^*  W  cos  (Zn^t  —  72^+  3g' — f—  û) — G}') 

+   M^»V*COs(57î'^  — 7i«+5€'— €— 2û>') 

4-  M^^^A*  cos  (5nft  —  w^ + 3g' — «—  211)  ; 
d'où  résulte 

j^R==(/k'-J^)[3M(«)c»»in(3»'f-/i£4^«'-i-:i»)+aM(0ee'sin(3n'«-n«+3f'-t-»-a»') 
-f.  M<Oe'*  «in  (3»'«  —  nt  4-  3i'  —  i  —  a»')] 
-f^J't^—  3A^)MC8)x«%in  (3/i't  —  n«  +  3i'—  •—  aH) 

£r  r  rfM<o)  ^.cos(3/i'«-««+3i'-f-2Ai)  +a  î^ec'co8(3i»'<-/i£43i'-»-»') 
j-a^^e'«cos(3/i'«-/2«-f-3«'-«-a»')+«  ^^K»co8(3»'«-/if4-3f'-t-an)  1 
+^T^'^^^  6«co8(3n't-««-l-3f'.i-a«i)  +a'^^^c'cos(3/2'«-/2ï-f.3i'-i-«-«') 
^  a'î^^'.co8(3/i'«-/i«+3f'-f-aflr')  +«'^^\.co8(3/»'£./i«+3i'-f-  anl- 

Si  Ton  différentie  cette  expression  en  faisant  varier 
les  trois  quantités  nt,J'{f,  J'r,  et  en  regardant  comme 
constantes  les  trois  quantités  n^û,  cTi^'  et  J^r',  on  aura 

£l£?i=(«ri/'-«ri')[3M(<>)c*co8(3/i't-»«+3i'-«-2»)4-aM(0«e'co8(3n'l-/i«H^i'-i-«-^ 
ndt 

-f.  M(»>e'»  cos  {3rt'«  —  /i«  +  3i'—  •  —  a»')] 

_|.(3^i/—  J^)MO)x«  cos  (3/i'«  —  nf  +  3f'—  i  —  an) 

-fiii^.  [3M(o)c»siii(3/i'«— /i«-4-3f'-i-a»)+aM(Oee'8m  (3/ï'f-/ï«4-3/-i-»-«') 
n^£ 

+  M(Oe'»sin(3/i'/-««-|-3i'-f-a»')-+-M<3)x»sin  (3/i'/— /it-f-3i'— i-aH] 

^^.[J^e*  co8(3//f-/it-|.3f'.i-a«  )+«  ^^^c'cos(3«'«-/i£-h3/-«-».a0 
^a/irf£  L     ^«  '  da  ^  ' 

4.a'™^^'»cos(3rt'«-rt«-f-3i'-«-a»)+«  ^^^•co8(3«'i-/if-f<J.'-t-aIl)"| 

«Tr    r  <iM(°)  ,   .   ,3  '.     ,  ,  a  ^  M     '^^^'^    /  •  /a  /,     .  .  a  /  .N 

-f.  —  .1  a— T — c»  sin(3/»  t-««-f-3« -1-2» )+fl  —-t — ee'8ia(3/z7-/i£4-3r-f-»-«) 

4-a— î — e'»sin(3a'«-«e+3i'-«-afli')+«  -j — x«8in(3/ï'«-/i£-+-3t'-i-an)  1 
-4-  — ..  I  a  ---5-^e»  sin  (3n'^£-/i«-h3i -i-a»)-f-.a'--T-7-ec  sin  (3/t'£-/it-f-3i -i-.fli-«') 
^^,  ^^ç^.gin  (3/i'«-/it+3«'-i-aaO+a^^^î^*«»(3/i'^-»«+3t'-i-an)l. 


r 
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Supposons  qu'en  ne  considérant  que  les  termes. dé* 

pendant  de  l'argument  nn^t-^^nt^  et  qui  sont  de 

l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  ait 


£r 
a 


î-  =  eF  cos  (an'£  —  n«  +  q^—  i  —  »)  -h  e^G  cos  (an't  —  iit+  »§'—•—•'), 
=  «F  co»  (a/»'f  —  ni  +  at'—  •  —  •)  +  e'G'cot  (în'«  —  «i-f-  at'— •—•'), 


eH  sia  (an't 
eH'sin  (an'f 


m  +  a«' —  t 


«)  -♦-  c'K'sin  (an'r  —  n£  +  at'--f— ^ 

ir 


0, 


Et  en  différentiant  les  valeurs  de  —  et  S's^.  on  a 

a  ' 


^:^ =—  ^— -^.  [cFsinfan'f— «£-f.a*'— f-«)+c'Gsin(an'«-««-»-ai'-i-(»')]; 
anal  n 

-^  =      ^^"  """  ' .  [cHcos(an'i— /i£4-2t'— f-«i)-f-e'Kco8(a/i'«-/i«4-ai'-i-»  )]  • 
nat  n 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
-^--r-  f  et  qu'on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent de  l'argument  Sn!t  —  2nt^  en  faisant  pour 
abréger 

a  aa  n  da  da  n  da    J 

a  aa  n  aa       a  aa'  ra  da  j 

L^  n  a  aa'.  /i  ^^^  J 

P<.)=  «'  r?H'a'M<.)+?^--")Ha'M(«)+iF'a'.^'-Î2::iL>F««'^ïïîin 
L*  «  a  da'  n  da    J 

La  n  IX  da'  n  da    J 

L"*  «  a  da'  a  da    J 
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On  trouvera 


û  "  •'**       PC»)  rio  (5»'i  —  a/il  -f"  5t'  —  M  —    •  —  a»0 


H-  PCO  iin  {Sn't  —  anf  +  5t'  —  ai  —  a»  —    •*) 
+  P<»>  «n  (Mt  —  ?n«  4-  5i'  —  ai  —  3*') 
•+.  PCî)  sin  (5n't  —  a/f«  4-  5«'  —  ai  —  3») 
4-  PCO  «o  (5«'<  —  îMU  -4-  5i'  —  ai  —  •'  —  an) 
-h  P(5)  sia  (5/x'r  —  a»l  4-  5i'  —  ai  —  »    -  an)  j 

expression  qui  en  faisant 

A  =  P(o)co8  (»+  a»')  H-PtOco8  (a«+  •  )  +PC')co8  3«i'  4-  PCOcos  3» 
4-  P(4)co8  (a»+  an)  4*C«)co8  (  »  4-  aH)  ; 

et  en  nommant  B  ce  que  devient  cette  expression 
quand  on  y  change  les  cosinus  en  sinus,  pourra 
prendre  cette  forme  : 

^^'/^  =  A  8În  (5/ï'«  —  an«  -h  5i'--  ai)  —  B  cos  {Mt  —  a»«  4-  5/  —  3i). 
ndt 

Pour  réduire  cette  expression  en  nombres ,  on 
formera  d'abord  les  valeurs  des  quantités  M^^\  M^*^, 
]\|(0^  ]VI(8)^  et  de  leurs  différences  tant  par  rapport  à  a 
que  par  rapport  à  a\  au  moyen  des  formules  du 
n*"  6  y  dans  lesquelles  on  fera  î  =  3.  Quant  aux 
quantités  F,  G ,  H,  etc. ,  elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

6i .  Considérons  réciproquement  les  termes  de  J^R 
dépendans  de  l'angle  5/2^^ — :2/i^>  qui  résultent  de  la 
partie  de  R  relative  à  l'argument  ^n't — nt  combi- 
née avec  les  parties  de  J'r,  J^s^^  etc. ,  relatives  à  l'ar- 
gument ZnU-^nt.  Cette  partie  de  R  est  de  l'ordre  des 
excentricités  ;  on  peut  donc  supposer 

te  W'U  C08  (an'«  —  nt  4-  ai'—  •— •) + M<')^co8  (a/i'^—nt+a*'—  i  —<»'), 
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En  faisant  pour  abréger 


Q(f>h 

Q(«): 


£GVM(o),    Q(0=:Ic'GVMO),    QC)=:~2?.cGa'M(o), 


n 


3^ 
3«'— a» 


an  da   ' 


d'.JR 


l'expression  précédente  de  -^—  deviendra 


ndt 


=  Q<»)  s 

4-  QC»)  s 
-f-  Q<»)  s 
-f-  Q(^)  s 

+  Q(4)  8 

+  Q<»)  s 

H-   Q(6)   8 

-f.  Q(7)  s 

ou  bien  en  faisant 


n  (5/i't 

n  {5n*t 
n  (5n"t 
n  (5n't 
n  (5/i'« 
n  (5«'t 
n  {5n^t 
n  (5n't 


ndt 

ant  4-  5i' 

^nt  4-  5* 
'int  •+•  5i' 

^nt  4^  5«' 
2/iï  4-  5/ 
a/i«  4*  5i' 
2nt  4-  5»' 


—  ai  — 

—  ai  — 

—  at  — 

—  3f  — 

—  ai  — 

—  ai  — 

—  ai  — 


•  +/) 


►  -•  "  *  » 


A^=  Q<*)cos  (•'-g^)4-Q<'>cos  (»'—  ,çO-<-Q<*)co8  (• — /f)4-  QWcos  (•'— :^) 
4-  QCOcos  (»  -./')4-QC«)co8  («'-/')4-QCfi)co8  («  -  f)4-Q<7)co«  (•'—/), 

et  nommant  B^  ce  que  devient  cette  expression  quand 
Qn  y  change  les  cosinus  en  sinus 


ndt 


=  A^  sin  (5«'«  —  art«  4-  5f'  —  ai)  —  B^  cos  {5n't  —  2nt  •+•  5t'  —  at), 


Les  valeurs  des  quantités  M^'^  et  M^*^  et  de  leurs 
différences ,  se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n**  8i ,  livre  II,  dans  lesquelles  on  fera  i=  2,  les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  G,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation, 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
^îoyen  mouvement  de  Saturne,  correspondantes  am^ 
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deux  inégalités  dxt  moyen  mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  c'est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices ,  et  qm 
résulte  de  la.  double  combinaison  des  argumens 
5n't—2ntet  an't—nt.SiYon  désigne  par P'^*^,  1?'<'\  etc.^ 
ce  que  deviennent  P^**\  P^*^,  etc.  y  relativement  à  cette 
dernière  planète ,  on  aura 

L         2»  3  n 

an  da         2  da  in  da'      a  aa   J  ' 

L         «'  an'  a 

a/1  aa'       a  da         w  da         a  aa   J 

«/rN       _/.r      5/2'-»^,,-,,..  3-    ....  ^     ^n'^n-,  .dW^i  3^  ,rfM(0-| 

L       a/i'  a  an  da'  a  aa    J 

w/ox        .  r  3(5n'-n)„,  ,...  ,  .  q„  ,>_, .     5n'-n„,  .  </IVl(o)  3„     .cHVKOT 

L  ^      '»  *  2n'  rfrt'  a  da    y 

p.<O  =  ex.r-J(52;^HVM<O+2H«^M0)_52:-FV.^'-JF.a'^l. 
Lan'  a  an  da'       a  aa    J 


•  '  •   /    • 


De  itaéme  en  nommant  Q'^**^ ,  Q'^'^,  etc. ,  ce  que 
deviennent  Q^*^ ,  Q^'^,  etc.,  relativement  à  m',  on 
trouvera 


Q'C«)=— (— T^WmCo),  Q'(i)=tL5^GVM<0,  Q'<»)=aG'flM(o),  Q'(5)=GaTM('), 

Et  en  nommant  ensuite  A'^  et  B'^  ce  que  deviennent 
^^  B,  A^ ,  B^ I  relativement  à  m',  on  aura 
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Remarquons  maintenant  que  par  la  nature  de  la 
fonction  perturbatrice ,  les  vdeurs  dés  quantités  M^^\ 
AP*^  y  etc.,  relatives  à  Faction  de  m' sur  m ,  sont  égales 

à  celles  des  quantités  correspondantes  M^*^  y  M^*^,  etc.^ 

lit' 
relatives  à  Faction  dé  m'  sur  m ,  multipliées  par  — p 

autant  que  Fon  fait  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment la  quantité  A^*^^  parce  qu'elles  se  rapportent 
alors  au  développement  de  la  partie  commune  aux 
deux  fonctions  R  et  R^.  Quant  à  celles  de  ces  quan- 
tités qui  renferment  A^'^,  dans  le  cas  de  mouvement 
de  m  troublé  par  m! ,    il  faut  supposer  (n*  24) 

dM^=::b^  —  a,  et  dans  le  cas  de  m' troublé  par  m^ 
il  faut  faire  a'P&^z=zh,  — — j  en  faisant  donc  sîmple- 

i  * 

ment  dans  les  deux  cas  a'A^  =s  6 ,    —  et ,  les  valeurs 

de  M^'*^  M^'^ ,  etc. ,  lorsqu'on  considérera  les  pertur- 
bations de  m  y  seront  aux  valeurs  des  mêmes  quan- 
tités relatives  aux  perturbations  de  m'  dans  le  rap- 
port de  ma  m\  Cela  posé,  si  l'on  compare  respec- 
tivement entre  elles  les  valeurs  des  quantités  P^®^, 
P<«^  F*>,  etc.,  et  P'W,  p'O)^  fP)^  etc.,  en  observant 
que  5n^  —  un  étant  une  très  petite  quantité ,  on  peut, 
dans  ces  valeurs,  supposer  sans  erreur  sensible  Snfsszan, 
onauram7iP^*>+m'/iT'^*>==o,wmF*î-f-m'/i'F'>==:o,etc.» 
les  quantités  Q^*>,  Q^*>,  etc. ,  Q'^*^  Q'^'^  etc.,  seront 
liées  entre  elles  par  des  équations  semblables,  en 
porte  que  relativement  à  cette  partie  de  ^Ky  on  aura 
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Cette  relation  devient  ici  d'autant  plus  importante , 
que  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à  vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliques. 

Reprenons  l'équation  {i^)d\i  n**  3g. 

Les  caractéristiques  d'  et  d!'  désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapport  aux  coor- 
données de  772  et  de  m%  et  en  supposant  pour  abréger 


A  = 


V/(x'-a:)-  +  (y-/)»+(z'^z)*- 


Pour  déterminer  le  mouvement  autour  de  M  de 
la  planète  m  troublée  par  Faction  de  mf,  on  a  par 
le  n**  8  du  second  livre , 


itx     ,     (M  -^  m)x     .    mx  ,  d\ 

-dF^ ? t-TT—^  ^-^' 

^z     ,    (M  +  m)z     ,     mV  ,  rfA 

dt^  ^^         H  ^       /v^  dz 

Le  mouvement  de  77i'  troublé  par  Faction  de  tti 
sera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  à  tti  en  ce  qui 
est  relatif  à  77z'  ^  et  réciproquement. 

Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 
quantités  ^ —   3   '    ,  ^^ — 73"      >  ^*^*  '  ^  ^         subs- 
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seur  sont  ceux  qui  dépendent  de  l'argument  Snft'^^ant^ 
on  verra  que  la  variation  de  A  cos(iW^  +m^-f-  B)ne 
saurait  être  aucun  terme  de  ce  getire  relatif  au  même 
argument ,  c'est*  à-dire  aucun  terme  qui  puisse  par 
une  nouvelle  intégration  acquérir  le  très  petit  divi- 
seur (5w' — 2ny. 

Quant  au  dernier  terme  de  l'équation  (P),  on  peut 
le  réduire  au  suivant  : 

Puisque  la  partie  de  ce  terme  qui  est  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment 5n^t  —  2nt  et  pour  diviseur  5/i'  —  2w. 

Il  faut ,  dans  le  terme  précédent ,  substituer  à  la 
place  de  p ,  sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batrices. Or^  si  l'on  regarde  A  comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  ^^,  s,  r',  ^',  /,  pu  des  cooixlon- 
nées  polaires  des  planètes  m  et  7n/,  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs^  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perturbatrices ,  on  aura 

D'après  cette  expression^  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  de  cTA  dépendans  de  l'argument  5r/t — uni 
qui  puissent  avoir  5/i'— 2/1  pour  diviseur^  sont  ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  des  valeurs  de  J^r, 
J^p  ^  etc. ,  qui  ont  déjà  pour  argument  5n't  —  2nt  ; 
combinés  avec  la  partie  non  périodique  de  A.  En 
faisant  donc  pour  le  moment  abstraction  de  ces 
termes,  on  peut  regarder  comme  nul  le  second 
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metnlire  de  rjQ<|Qatidn:(P)^  et  .e»  déftigUMCt  pttr  JH 
et  J!W.les  fonctions  de  Riei  de  Hf  qui  dépendent  àtà 
carré  des  fbnre&i{)6rttarbitri€esy  cêtte^'ëquatîorti  éâ 
supposant  M  =  I ,  donnera  ->> 

Si  l'on  ne  considère ,  àii  contraire ,  dans  l'équa- 
tion (Ç)  que  les  parties  qui  dont  d^es  à  la  oontbi- 
uaison  des  argumçns  zéro  et  5n[t  —  ant,   on  aura 

Or  y  la  valeur  de  R  donn^  ., 

Nous  ne  considérons  ^au^  cTA  que  les  ternafcs  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  A  *yèe  ceux  dé  JV'i  J"^,  J^s,  etc. ,  qui  dé-- 
pendent  de  l'ai^ument  Bn't-^atU,}  ùr^  la  dernière 
partie  de  l'équation  précédente  ne  fournit  pas  de 
teribés  semblables  /  n^  60  >  livre  II.  '  Ob  aura  éiiat^ 
simplement^  dans  ce  cas,  in'A=r-^Ry  et  par  con- 
sequent 


'  t 


L'équation  (P)^  mu  n'ayant  égard  qfi'a  ces  ten^ies^ 

donnera  donc 

,  .         ■      •  *  •  *  ■      •     . 

En  vertu  de  l*équatioi)i.(p}pn  peut  donner  à  lé- 
quation.(^)  cette  forme: 

Tome  IIL  17 
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Si  1^  crasidèns  uniquement  les  parties  de  cTÇ  et 
dû  J'C  <rxî  sont  indépendantes  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R  ^  en  vertu  des  formules  (o)  ^  on 
aura  simplement 

J^C'  =  —  5aWfdtfd" .  cTR'. 

On  a ,  de  plus,  par  la  formule  (8),  livre  II, 

C  —  -  5a^n'/dtfd!^K\ 

L'équation  (r) ,  en  la  multipliant  par  dt  et  en  Tin-^ 
tégrant  ensuite  ,  en  vertu  de  des  valeurs  donnera 

D'âiHeùhs;  ank 'qaantités  près  de  Tordre  m,  on 

a  n*a^  =;=  n' V^ ^ . (^  q^i  don ne—:=sy^}] 'équation. 
précédehlé'deVieùBradoticr'      '  \ 

équation  de  condition  a  Liqtielle  devront  satisfaire  les 
parties  de  «fÇ  et  de  ^^  jjui  dépendent  du  carré  dès 
forces  perturbatrices ,  et  qui  résultent  de  toutes  les 
cfbihbînàisotis  qti^oti'|)èût^fairé  âei'  difieiiens  'ai^gurbetis 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  SK',  et  qui*  ont 
été  énu^iéréçi  n*,5.7.y  If  çpml^ii!^aisûn;;des\  albumens 
Sn't  —  2nt  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  ^ûi  dépendent 'de' cét^é  doMbiiiaisoti  V  en  ies 
désignant  par  J  ,Ç  et  J'X'p  ^^  ^^^^  entrt  telles  ï'è^  ' 
^^tiou/de  condition    . 


«    •     « 
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m  V/â.cT.C  +  mV^.J'.C'  — 3m//IW^ar:o.  (N) 

,  Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à  déterminer  la 
valeur  de  J^  lorsque  celle  de  cT^'  sera  connue,  et 
réciproquement,  ou  bien  elles  serviront  à  vérifier  ces 
valeurs,  si  elles  ont  été  Calculées  sé}>arément. 

Il  faut  toutefois  remarquer  que  s'il  arrivait, 
comme  cela  a  lieu  en  effet ,  qu'une  partie  des  va- 
leurs de  JX  et  de  ef^'  fût  liée  par  I^éqbation  de  con- 
dition 

m  V/â .  cTC  +  "»' V^^' ^'==  d ,   (L) 

toutes  les  inégalités  qui. satisferaient  à  cette  équa-* 
•lion  n'ajouteraient  rien  aux  équations  (M)  et  (N) ,  en 
sorte  qu'on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nuire 
k  leur  exactitude.  D'ailleurs^  le  dernier  terme  de 
l'équation  (M)  étant  une  très  petite  quantité ,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  n^  62,  chaque  couple  d'ir 
négalités  correspondantes  de  cT^  et  de  cT^'  satisfera 
toujours  en  général,  à  très  peu  près,  à  l'équation  (L). 
Il  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l'on  a  trou- 
vées pour  J^Ç  et  ^Ç'  vérifient  Inéquation  (M) ,  pour 
qu'on  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  le^ 
iBxpressioQS  >oûmplètes  de  ces  quantités  ;  il  faut  quW 
se  soit ,  de  plus ,  assuré ,  par  le  calcul  direct ,  que 
l'on  n'a  omis  aucune  des  parties  de  ces  illégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible . 

64*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de  la 
longitude  de  Tépoqne  correspondante  aux  précér 
Rentes.  Ces  inégalités  devront  être  ajoutées  h  celles 

ly.. 
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du  moyen  mouvement  dans  l'expression  des  longi-* 

tudes  moyennes. 

Reprenons  la  formule  (a)  du  n"  4^,  qui  dëter-- 
mine  la  variation  de  c*  Cette  formule  ,  en  intégrant 
et  en  négligeant  les  cubes  des  excentricités  ^  donnera 

.  En  changeant  dans  cette  expression  tout  ce  qui  est 
relatif  à  tu  en  ce  qui  se  rapporte  à  m!,  R  en  R',  dn 
aura  l'expression  de^cTc'. 

Examinons  successivement  les  di£férens  termes  de 
cette  formule.  Le  premier  ne  peut  donner  danb  ^s 
de  tei*més  divisés  par  (5n'—â^)^  qu'âtf tant  qu'on  con«- 
sîdttrera  dans  eTR  les  termes  qui  ont  déjà  pour  divi^ 
seurs  5n!^-^  an  ;  si  Ton  -se  boràé  donc  &  ces  termes  ^ 
Ja  valeur  de  i^  rapportée  ^  58^  dènnera  sim^ 
plement 

cTr  et  //  désignant  les  variations  des  rayons  ellip*^ 
tiques  des  deux  planètes  dépendantes  de  l'argument 

m' 

6iit  —  wtt ,  et  —  A^""^  étant  h  partie  non  périodiqve 

du  développement  de  R.  Nous  réduisons^  comme 
on  voit ,  cette  partie  à  son  premier  terme  ';  èllé  ren- 
ferme^ de  plus  9  des  termes  dépendàns  ides  Narres  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  ;  mais  ces  ^eiHnes  ne 
donneraîetit  que  des  quantités  de  Tonfre  de  celles  que 
tious  négligeons^  puisque  «Tr  et  JV  sont  déjà  de  Tordre 
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des  cabes  de  ces  mêmes  élémens  ;  on  peut  doné  ne 
pas  y  avoir  égard. 

Cette  valeur  dîffërentiée  par  rapport  à  a ,  en  regar- 
dant comme  constantes  les  variations  J^r  et  J^/,  don-* 
nera 

da     "^   a    *    da^    *         •"  ^  *  dadaf 

Supposons  aux  valeurs  de  S'r  çt  de  /r'  cette  forme  : 

^  =  —  a/'LP  iin  (Srt'r  —  a««  -h  5i'-  ai)  +  P'  co«  {Bn't  —  ani  +  5i'—  at)], 

on  ailra 

^^-=  a.  ^^^^/  [P"n(5«'l--2iiï+5«'-2i)+P'co»(5»'«— a/it+5i'— 2f)], 


Nous  avons  trouvé,  n*  58 , 

y.  affina  ,yy  Stnn'a* 

^  5»  —2/»'        •'  5»  —2» 

On  aura. donc ^  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (^) 

(5« — an)»  </«•  ^ 

_iomiiiW^,^^  J«A     [•^/p'^i^5„/j.an«4^f^!ii><i'Pco.(5«ri-îmf+6/. ai] . 

Considérons  le  seco^^d  terme  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5n'  —  an)*  qui  puissent 
en  résulter  dans  «Té,  sont  ceux  qui  dans  la  valeur  de 
jf rf'R  ont  déjà  Snl —  %n  pour  divisem*.        # 
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'    Si  Ton  suppose  donc 

E  =  m'P  fia  (5/i'*  —  a«l  -f-  5i'—  at)  -f-  m'Fcoi  (5/i'l  —  anf  -♦-  5f'  —  at)  ; 

d'pfi  Ton  tire 


am'/i 


Il  faudra  combiner  dans  ^€la  valeur  précédente  de 
/^R  avec  celle  de  j-  qui  résulte  de  la  partie  non  pé- 
riodique de  R;  c'est-à-dire  qu'en  ne  considérant  que 
le  second  terme  de  la  formule  (a)  on  aura 

^>=T/"'*'^'fl^T^  [a'FaiiiCSii'f-anf+Sf'-af)— fl'Pcoâ(5ii'l-an£-f-5i'^0] • 
(5/t  -  ais)*        aa 

Si  l'on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de  St  à  la 
précédente ,  en  observant  que 

on  trouvera,  ^n  vertu  des  deux  premiers  termes  de 
la  formule  (2)  ^ 

'•""l5//-a/i)»  A  '*''  lûT^^  ""'  da*  )\  — «'Pcot(5n'/-a«/-4-5f'-  ai)( 
,  ifïmm'nfiU  (  ,</ACO  ,  ■  «^ AW>\  I  a'P'iinCSii'f— awt-hSt'— ai)  ) 
'(5//  — a/O'A^'"'   <i«   "*"'*''    dû»   /i-«Tcoi(5»'£^a/i«+5/-at)j[' 

et  par  une  analyse  semblable  pour  la  partie  coixes* 
pondaute  de  cTê'  y  on  aura 

5w«n^«    /     ,,<fA(<>)        /3^lA(0\l    rtT<«in(5/i'£— a/«-|-5f'— ai)  ) 
V-"""(5/i'-a/i)«  V  "*'  -^fl'  '*"*'*     da!*  Jl— a'Pco.(5/i'£-a/i£+5i'— af)f 
\mrtinnU(       A^^.    /  y»A(«>)\  C    a'P'8in(5/i'£— a«£-+^t'— ai)  ^ 
""(S/i'-an)»"  V''''  "^a   '*"'*''    </««    j  l-aTcof(5«'t-a/il-H5/— a*)/:' 

Le  troisième  terme  de  l'expression  (2)  ne  peut 
4onner  wcun  terme  de  l'espèce  de  ceux  que  noHS 
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(Ottfiidéroos  lorsqu'on  négli^  les  quantités  dëpèn- 
daptes  des.  puissances  des  excentricités  supérieures 
à  la  troisième.  En  effet ,  pour  avoir  ces^  termes,  il 
suffit  de  supposer 

n     da  ^     da 

•  « 

Cette  expression,  dîfférentiée  par  rapport  à  e  ^  sans 
feire  varier  /r  et  J^/,  se  réduit  à  zéro. 

Passons  au  calcul  du  dernier  terme  de  la  valeur 
de  cAs.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  aura 

Il  est  clair  que  les  seuls  termes  qui  puissent  avoir 
(5n'—  an)*  pour  diviseur  sont  ceux  4e  JVi  et  de  /e 
qui  dépendent  de  l'argument  Sn't-^int,  combinés 

avec  les  termea  non  périodiques  de  e  -j-  et  de  -j- . 

Or ,  e  ^  est  une  fqnctioq;  du  $eiCQnd  ordre  par  rap-, 

port  aux  excentricités,  et  les  termes  de  cTa  dont  il" 
s'agit  sont  déjà  du  troisième  ordre;  il  ne  résulterait 
donc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  excentricités ,  quan-! 
tités  que  nous  négligeons.  Tenons*nous-en  donc  à 
considérer  les  termes  de  cTê  qui  naissent  de  ^  substi- 
tution de  la  valeur  de  J'e.  On  a  pour  la  variation 
de  Texcentricité ,  u*  4^^  ^  1^^*'®  U  > 


dez=- —  aed'K  —  andt 


dK 


a       '  edti  •       .     i 

La  première  partie  de  cette  expression  ne  peut  dpn-^ 
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«'agît,  pw  la  même  raison  que  {Nréôédemment  j  il 
Suffira  donc  de  considerfr  la  seconde.  En  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  largmiieiit 
Sn't — 2nt  ^  on  j| ,  n*.  56, 


*s=3r-7— -    ^sin(5/»'<  — ant+5t— at)-H-^cas(5n'^f— anl+Sf  — ai)  j. 

On  aura  doup  par  ]^  siib&titution  de  eette  valeuir 

4(5» -:!»)■    4ic  L    4»      '  '4e  'J 

et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m'  en  ce  qui 
est  relatif  à  7n,  et  réciproquement,  on  aura  pour  la 
partie  pqrrespondante  de  «Ti^'i 

T  et  F'  dé^gnant  respectivement  les  parties  con&r 
tantes  du  développement  de  R  et  II'.  Si  Ton  n'a  égard 
qu'aux  termes  dépendans  des  carrés  des  excentricités 
ef  de$  inclinaisons  j  on  a 

F=— AW+^'H(e*+c^»)  +!îi'eç'H'cof(#'--*)— S^oa'BC' V  > 

où  Ton  fait  pour  abréger 

H  =  2a  -1 h  a*  -—-;-  , 


1?^ 


et  en  multipliant  par  ^  Texpression  de  F ,  on  aur^ 
Vexpressîon  de  F 
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:  64>UMt^<^cle&'assiu%irqiiale$Yari9tioQ&âeaexcQn* 
tricités  et  des  longitudes  des  périhélies  me  coiàtieBii^Qt 
aucune  inégalité  de  l'espèce  de  celles  que  nous  ^eitons 
de  considérer  ici  ^  c'e$t-à-dire  aucun  tçrme  dépen* 
dant  de  rar^)iment  de  la  grande  inégalité  du  second 
pr4re  p^r  rapport  k  la  force ,  perturbatrice ,  et  q^i 
ait  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5/ï'-«-3n)% 
^u  inoins  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux  termes  .dépen-* 
dau^s  des  troisièmes  puissances  des  excentricités  et 
des  inclinaisons;  il  n'en  saurait  donc  résulter  dans  les 
expressions  4^  longitudes  vraies  de  m  et  de  m'  que 
des  inégcilités  insensibles.  En  réunissant  par  consé- 
quent l^s  diverses  inégalités  des  moyens  mouvemeiis 
de  n^  et  ^e  ni  qui  résultent  de$  combinaisons  énu*- 
Itérées  n^  67  y  et  celles  des  longitudes  des  époques 
qqe  Bpa$  venons  de  déterminer  ^  et  en  désignant 
par  <rC  t  f^C'9  ^^  y  6^  ^^'  c^  sommes ,  pour  déterminer 
les  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  Ion» 
gitude  de  m  et  de  mf^  on  aura 

<^V  =  JiX  +  ^7       cT^^' =  efr  +  cTé'. 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen- 
sibles des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que  eeux  qui  sont  relatifs  à  l'ar- 
gument de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne ;  dépendantes  de  la  seconde  puissance  de  la 
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force  perturbatrice ,  et  relatives  à  un  argument  quel- 
conque de  la  manière  suivante. 

Soit  H  cos  (i/iY  —  int  +  A)  un  terme  du  dévelop- 
pement de  R  y  et  soit  K  sin  {tntf  «nr-  int  +  B)  Finéga- 
litë  qui  en  résulte  dans  le  mouvement  de  m.  L'ex*- 
pression  de  K,  d*après  ce  que  nous  avons  dit  n*  28 , 
aura  pour  diviseur  Tune  des  trois  quantités  (i'n' — i/i)% 
(ïW—  in)  ou  (iW — in)dzn.  Maintenant^  si  Ton  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  dé  la 
force  perturbatrice,  il  faudra,  à  la  place  de  n^t  et  de 
ntf  substituer  fnd^t  et  fndt,  et  faire  croître  dans  H 
et  A  les  élémens  de  Torbite  elliptique  de  leurs  varia* 
tions.  Mais  on  a  fn'dt  =  n^t  +  Xl  et  fndt  :=2nt-+'Ç; 
il  fendra  donc  dans  le  terme  H  cos  (iW^  — •  m^ -4- A) 
augmenter  les  longitudes  n't  et  nt  de  Ç  et  de  Ç',  et  en 
n^ayant  égard  dans  les  valeurs  de  ces  quantités  qu'aux 
termes  relatif^  à  la  grande  inégalité  :  il  en  résultera 
dans  R  un  terme   du  second   ordre  de    la    forme 
kU  cos  [tn't  — int  dz(5n't  —  2nt)  4.  A  4-  C] ,  et  l'iné^ 
galité    correspondante   de    m    aura    pour    diviseur 
[iW  —  in  ±  (5n'  —  un)  ]*,  i'n'  —  in  db  [5n'  —  2/1) , 
i'n' — in  ±  (Stî't-  2n)d:;n.  Si  îV —  in  ou  iW — inzhn 
ne  spnt  pas  de  très  petites  quantités  de  Tordre  5n^ — 3fi, 
on  peut,  dans  ces  diviseurs^  négliger  5n'  •. —  an  de- 
vant l'n'  —  in  et  iV  —  indzn;  en  sorte  que  Finér 
galité  correspondante  à 

A:H  cos  [/'/i'  —  int  dtz  {5n't  -r^  nnt)  -j-  A  -f-  C} 
sera 

AK  sin  \i!n't'--'  int  d;:  (5n7  ^  ant) + B  +  CJ , 
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quantité  qui  est  l'expression  de  la  variation  de 
K  sîn  (iW  —  înt  Hh  B)  lorsqu'on  augmente  n'i^  et  nt 
de  leurs  grande^  inégalités.  Ainsi  donc,  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne ,  qui  ne  dépendent 
pas  de  Targument  5n!t  —  nnt^  ou  dans  lesquels  le 
coefficient  de  t  ne  diffère  pas  de  la  quantité  5n! —  an 
du  coefficient  n  pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  n'  pour 
Saturne,  on  aura  égard  aux  termes  du  second  ordre , 
en  augmentant  n't  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
dépendantes  de  l'angle  5n!t  —  :mt. 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  variations  re- 
latives à  ]  angle  Sn'f  — -  nnt  des  autres  élémiens  de 
l'orbite  elliptique,  comme  ces  variations  sont  tou- 
jours très  peu  considérables  par  rapport  ^  celles  di^ 
moyen  mouvement ,  on  pourra  les  regarder  cqmme 
tout-à-fait  insensibles. 

^.  Lorsqu'on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  d'une  planète ,  dépendantes  d'un 
même  argument ,  on  en  fera  la  somme ,  et  on  les 
téunira  ensuite  en  un  seul  terme ,  comme  on  l'fi  dit 
n**  3o.  Soit 

K  sin  (iV/  —  înt  +  iU'  ^  h  4-  A) 

l'inégalité  qu'on  obtiendra  de  cette  manière  ;  K  et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites ,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l'influence  sur 
les  valeurs  de  ces  quantités.  Si  Ion  juge  l'inégalité 
assez  considérable  pour  y  avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  n^  29.  On  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
9n^  de  la  première ,  soient  A'  £t  B'  ce  que  deviennent 
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dors  A  et  B;  ou  aura 


dK 

K'~  K 

dk 

A'— A 

dt  " 

200       * 

di'^ 

200 

On  aura  donc  pour  u^  temps  t  quelconque  compté 
^n  années  juliennes ,  à  partir  de  l'éppque  qu'on  a 
choisie  ^ 

(K  +  ^Ç)sin(iV<  — m«  +  îV--Î6  +  AH-^^); 

et,  sous  cette  forme,  cette  valeur  pourra  s'étendre  à 
plusieurs  siècles,  sans  erreur  sensible. 

La  détermination  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu*on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendaus  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui^ 
a  pour  diviseur  {5n^ —  ^^Yf  et  qui  est,  par  cette  rai- 
son, très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  a,  n""  4^  » 


6mfn*a 


L  (5»  -2/i)a<    (5ii'-2ii)*at»J      ^  ' 

Les  valeur^  de  P^  F  et  de  leurs  différences  se  rap-< 
portent  à  un  instant  quelconque.  Si ,  pour  fixer  les 
idées ,  on  prend  pour  époque  Tannée  1 8oo  ;  que  pour 
abréger  on  fasse 

^        *  (5/1— -  2/i)é//        (5/i'  —  anydi^  ^ 

Vj        *   T-  (5^/_  2n)J/        (5n'  —  2nydt^ * 

F,  P'  et  leurs  différences  se  rapportant  ici  à  l'époque 


r 
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4b  1800  f  <Hi  aura  pour  no  temp»  quelbooque  <,  en 
n^ligeant  les  puissances  de  t  supérieures  à  la  aer 
coude , 

Les  valeurs  de  Q ,  Q^  et  de  leurs  différences  s'ob^ 
tiendront  sans  peine  lorsque  celles  des  quantités  P  et 
P'  et  de  leurs  différences  seront  connues  j  on  pourrai 
^sps  ces  Taieursy  n'avoir  égard  qu'aux  prejuières  et 
secondes  différences  de  P  et  de  P\  ^t  ces  quantités  sa 
4éternii0eroût  comnie  oa  l'a  vu  n^  ag. 

Si  Ton  vaut  réduire  à  un  s^ul  terme  l'inégalité  pré* 
çédentCy  on  la  calculera  pour  les  trois  époques^  de 
t3oo,  âSoo.et  ^800  >  éloignées  de  5oo  ans  l'une  dîs 
l'autre.  Soit  L  sin  Ç5n!t  --^arU  •+•  5«' — •  !a«  -h  6)  cette 
inégalité  réduite  à  un  seul  terme  pour  1800^  et  soient 
Ij'j  &^  h\  C,  ce  que  deviennent  L  et  €  aux  époques 
4^  aSoo  et  de  .21800 1  c'est-à-dire  lorsqu'on  faitri^^^ 
pectivement  /&=s5oo  et  ^:=iooo  dans  la  valeur  da 
J^v,  on  aura  pour  un  temps  quelconque  t,  compte 
de  1800^ 

les  différences  de  L  et  f  se  rapportant  à  l'époque 
de  1800  y  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n^  2g.  On  aura  ainsi 

dL 4^  —  3L  —  L^  </*L L''--  nV  +  L 

dT  ""^  1000  ^        dt*  ^"^       aSoooo       * 

X  _4f-3C  — g^^         ^_?!izi?l±i. 

dt    "^  looo         '  d^  aSoooo      * 
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on  donnera  de  même  à  la  grande  inégalité  de  m!  ik 

forme 

(A  +  B^  H-  Cf  )  sin  {^'t  —  mt  4. 5i'  —  -lé) 
4-  (A'4-  B'^  +  C«*)cos  {Mt  -^  2h<  +  5é'  —  û^) , 

et  l'on  réduira  ensuite  en  un  seul  terme  cette  inéga- 
lité par  les  mêmes  procédés. 

Lorsque  toutes  les  inégalités  dn  mouvement  d'une 
planète  seront  ainsi  rattiénées  à  la  même  forme  ,  il 
sera  facile  de  les  réduire  en  tables  qui  s'étendront  a 
plusieurs  siècles  avant  et  après  l'époque  qu'on  aura 
choisie.  D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit,  il  ne  sera 
nécessaire  d'avoir  égard  aux  variations  dépendantes 
de  la  première  puissance  du  temps  dans  l'expressioii 
des  côefEcienSy  que  pour  celles  de  ces  inégalités  qui 
seraient  considérables ,  et  l'on  n'aura  égard  au  carré 
du  temps  que  dans  le  calcul  des  parties  des  <leux 
grandes  inégalités  dé  Jupiter  et  de  Saturne  ayant 
(5n'  •—  2/t^*  pour  diviseurs  et  relatives  à  la  troisième^ 
jouissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  * 
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CHAPITRE  V. 


—  1 — i-^  :■>  J-  u 


Des  perturbations  dans  les  mous^emens  des  plattètés 
et  des  comètes  j  dues  à  la  résistance  dun  milieu 
très  rare. 

> 

67.  La  résistant  qu  uti  corps  en  mouvement  peut 
éprouver  par  la  réaction  du  fluide  qu'il  traversé , 
dépend  en  général  de  la  densité  du  fluide  et  de  là 
vitesse  dont  lé  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  résistance  propor- 
tionnelle au  trarré  de  la  vitesse;  et  l'accord  de  cette 
hypothèse  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes 
ab^çryés  à  la»  surface  de  la  Terre  semble  indtqiier  que 
çfast  ^  el^tîla  loi  de  l^nature^  Quant  à  k  loi  da 
^eAsitjé  du  fluijde  éthéré  qui  entoure  le  Soleil  >  elle  e$t 
absolument;  incQunujç^  puisque  Festistence  même  ^  de 
eé  fliûdiBi^t  encore  très! problématique,  Ccipend^ot 
on  doit )Swpposej:,  en  général,  que  cette  densité  di- 
niime^à  mesure  quW  s^éloigne  du  Soleil,  et  qu'elle 
devient  dm116  à  des  distances  infinies.  On  pourra  donc 
teaf^xàes:  It^  à&i'^lié  du  milieu  comme  une  fonction 
inconnue  de  la  distance  au  centre  du  Soleil^  et  faire 
e^siuite  sur  la  ^orme  de  cette  fonction  dîfiérentes  hy-;. 
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pothèses  y  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s'ac- 

d^rcle  le  tnieux  inrec  i  ooser  ^^stioo  i  - 

Soit  donc  ds  1  élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

planète  m,  dans  l'instant  ^^^  ^^^kIè)  ^'^^P^^îon  de 

la  résistance  du  fluide  qu  elle  traverse,  p ,  qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  du  milieu ,  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  Soleil^  eu  mtVe  ^'on  â  généivleitaetit  p  ^^  Kip(-) 

en  nommant  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète  et  A:  un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s'exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
eo  multipliant  donc  son  expression  pat  les  tosinus 

«^,  ^,  -^  que  formé  t^élémeitt  rfyavec  les  axes  coor- 

ds'  as   as  *^ 

donnés ,  on  aura  pour  les  trois  composantes  respec- 
tivement parallèles  à  ces  axes 

« 

ds       dx  ds    djr  ds    dz 

'^^dt^  H'  ~P  dit    Mr  ~^dî   di' 

Pouf  détertnineP  lëà  pértûrbutidns  ^lÉé  tes  forcer 
inlrodui^ent  dâM  le  hiouVén^hf  de  la  platièCe,  oik 
regardera  son  orMte  Cômthë  tlnë  ellipse  vârielbie, 
dont  <m  déterminera  les  ëlésiëdè  pai^  là  mëthô^ 
orditiàite.  Nbtis  i^otitriic^^s  dédinre=  le»  Variation^  de 
ces  élémensy  des  fbk*mules  qjfte  noûi»^  atOtxé  ddtiûéës 
n*  5 1  ^  livre  lit ,  ^\  qui  à'appfiqn^t  îMttMîdiàtëÉttèilt 
au  cas  où  la  vësîsïaticè  de  Téther  ^st-kfiM^ce  |MJN-' 
turbatrice  qui  agit  sur  la  plaAète  ;  nlâîi  ttbùs  |]ft30- 
fitérotis  de  cette  occasion  pour-  Iriohtrér  coihmettt  > 
par  la  simple  combîtiatàon  dès' formule^  du  moUVe^ 


rr 
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ment  elliptique  ^  on  peut  obtenir  très  aisément  les 
expressions  des  -élémens  de  l'orbite'  troublée  sous 
telle  forme  qu'il  conviendra  de  leur  donner. 

68.  Si  l'on  désigne  comme  précédemment  par  R  la 
fonction  perturbatrice ,  et  qu'on  néglige  la  masse  de 
la  planète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 
qui  donne  fjLz=:i  y  les  équations  différent ielles  dit 
mouvement  troublé  donneront  d'abord  les  quatre 
intégrales  suivantes  : 


zdx — xdz f(      <fR         ^^^Jt 


{') 


Dans  le  cas  de  l'orbite  elliptique^  R  est  nul,  et  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  se  ré- 
duiisent  à  des  constantes,  on  a  donc  ^ 

d? 7  +  â=^'  ,    ,, 

>    (2) 

^~dt =C,  — ^— -=rC',  j^ —  C. 


t  •  . 


Les  trois  quantités  7 cfife,  ^c-dû,  \d'dtf  représen- 
tent les  aires  décrites  par  le  rayon  lecteur  dé  w,  pen- 
dant l'instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l'aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l'orbite  ;  cette  aire  est  égale 

d'ailleurs  à  \  \/a{\ — e*)  dt,  n'*  20,  livre  ÏÏ,  e^i sorte 
Tome  III.  ï8 


-^ 
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^^^on  wira 

a(i -^  e*)  =  c*  4- c'*  ^r  c''»- 

.  Si  Ton  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  de 
Torbite  primitive  de  la  planète ,  c'  et  c"  seront  d^ 
Tordre  des  forces  perturbatrices  }  en  négligeant  donc 

}fi  carré  de  ce^  forces^  on  aura  v/a(i  •— e')s=»£?. 

Quant  aux  quantités  o'  et  c^,  elles  déterminent  la 
position  du  plan  de  Torbite  ;  et  en  nommant  p  son 
inclinaison  sur  le  plan  fixe  ^  et  â  la  longitude  de  sou 
nœud ,  pn  a ,  n*  3o ,  livre  IIL 

c'=  \/â(7-^^*)sin^cos9,i  c^=-^ V^^z(  i  •^e^  sinç  sinfl. 

En  faisant  donc^  eomme  dans  le  n"^  4»  livre  11^ 
sin  ^  sin  9  =  ^y  nn  9  cos0  =  9  ^  on  aura 


m 

Cela  posé  y  si  Fou  différentie,  conforn^énaent  à  la 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (2), 
en  faisant  varier  à  la  fois  les  ocmstantes  et  les  varia- 
bles qu'elles  renferment ,  et  qu'on  compare  ensuite 
œs  différentielles  à  celles  des  équations  (1)^  on  aura, 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  a,  e,p^  q  que 

uoua  ayoQâ  substituées  aux  coustante §  a^c^c\  c^  les 
équati9Q9  fiuivautç^  : 


1  ' 
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Ces  tfois  équations  suffisent  pour  déterminer  dg  et 
dG>y  en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  Ton  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière ,  on  aura  les  deux  suivantes  : 


ae\/i  —  e^dùùsvnu  +  ade[e+QO^ —  da{  i  — e')  =  o ,  > 
{cU — d(M))ae&\  n  w  +  a<ie(c— co6w)-+-û&i(  i  — ecosw)* = o  ;  (  ^^^ 

ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 

de. — d&K  i  —  Vi  — ^  )  =  — ^^ — ï-^^ •» 

Cetle  dernière  équation  peut  prendre,  comme  on 
sait,  une  forme  très  simple.  En  effet,  on  a 


d.a{\  — e*)  =  2  V«(i  — e^).d.\/a{i — c*)  , 


et  en  substituant  pour  da  et  d  .  \/a(i  — e*)  leurs 
valeurs,  en  observant  qu'on  a 

\/a=:a*n  ^  dK=i-j'dx+'j-dr,  et  oc  - — f-  r-p-  =r-7-  , 

'  dx  dy  ^  ^  dx  '  -^  dj-        dr 

m 

et  faisant  attention  aux  valeurs  de  dx  et  (fy  données , 
no  5i,  livre  III,  on  aura 

ds=da>(  I  —  \/T^^^)  —  2andt(^r^^,  (5) 

équation  à  laquelle   nous  sommes  déjà  parvenus^ 
n*  cité. 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4) 
pour  da  et  de  leurs  valeurs ,  on  aura  la  valeur  de  dt», 
et  l'équation  précédente  donnera  celle  de  de  quand  la 
valeur  de  dco  sera  déterminée* 
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..  On  aura  donc  ainsi  les  différentielles  de  tous  les 
lâémens  de  l'orbite  exprimées  au  moyen  des  dîfFé- 
-rences  partielles  de  la  fonction  perturbatrice  rela«- 
tives  aux  coordonnées  de  la  planète  troublée.  On  peut 
donner  à  ces  formules  différentes  formes,  selon  les 
cas  où  l'on  se  propose  de  les  employer.  Si  au  lieu  de^ 
coordonnées  rectangulaires  on  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires/*,  i',^,  on  observera  qu'en 
regardant  R  comme  fonction  de  ces  quantités,  on  a 

^R  := -j-  dr  +  -j  ds^  +-7-  ds\ 

dr  *     dv         *    ds 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède 

en  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l'ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  on  a  d'ailleurs 

ar=:rcos(i' — c?),    ^  =  rsin(i^  —  où) y    z  =  rs. 

£n  comparant  donc  ces  deux  expressions  de  ^R  après 
avoir  substitué  pour  dûc,  dj-,  et  dz  leurs  valeurs ,  on 
trouvera  ,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons  , 

dh  dR dR 

^    H'^^d^^^dr' 

dK  ^       ^_  dR 
djr     .   -^    dx^""    du*^ 

dR_,ldK 
dz         r  ds  ** 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) ,  (4) 
^t  (5),  et  en  exprimant  les  sinus  et  cosinus  de  Vano 
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roalie  excentrique  u  en  fonction  du  sinus  et  du  cosihus 
de  l'anotnalie  vraie  u^^Vf  on  aura  ks  variations  de 
tous  les  ëlétnens  de  Torbite  exprimés  par  des  for*- 
.mules  qui  ne  contiendront  que  1er  différences  par^*- 
titUes  de  la  fonction  R  relatives  aut  coordonnées^ 
polaires  de  m  multipliées  par  des  fonctions  de 
coordonnées* 

Enfin  ^  »i  Ton  observe  que  Ton  a  ^  a*  4  ^ 


dv  mit  dit 

dK  JR 

a 


'     dr  da     ^ 

.    ,  .  iR         rfR  .  .  rfR  dR 

sm  {y^  0,)  _  =  —  ;  cos (^-^)-^  =  "  ^  - 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes f  les  variations  de  tous  les  élén^ens  se  trou- 
veront exprimées  par  des  formules  qui  ne  contien-^ 
dront  que  les  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique I  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  élémeâs 
indépendantes  du  temps  ,  conformément  au  théorème 
démonti*é  généralement  dans  le  n"^  17  ^  du  livre  EL 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d'ex- 
primer les  variations  des  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires» 

69.  Revenons  maintenant  à  la  question  qui  nous  oc- 
cupe ici ,  et  déterminons  par  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  l'orbite  de  m  dues  à  la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser. 

I^ous  avons  représenté  par  ^ ,    .   >  -j- ,  les  forces^ 
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qui  sollicitent  m  dans  1«  sens  de  «es  coordonnées' 
rectangulaires ,  on  aura  donc  dans  ce  cas,  n*  67  • 

dR  dsdt     dK  éisdjr     dR  dsdz 

On  voit  que  z  étant  de  Tordre  des  forces  perturba- 
trices  -j-  est  une  quantité  d)é  l'ordfe  du  carré  de  ces- 

forces  I  oik  peut  donc  supposer  -^  =s  o^  ce  qui  donne 

p  =  constant  ^  q  5=  constant  ;  c'est-à-dire  que  l'ac- 
tion du  milieu  résistant  n'inftue  pas  sur  la  position 
lie  l'orbite  defn,  ce  qui  devait  nàturellolaent  résulter 
en  effet  de  la  supposition  <^ue  nous  avons  faite ,  que 
la  résistance  du  milieu  était  une  force  qui  s'exerçait 
tangentiellement  à  chacun  des  élémens  de  la  courbe- 
décrite  par  le  mobile. 
En  observant  que  l'on  a 

dlr*  +  ^*  +  dz^  =  ds^ , 
Les  valeurs  précédentes  donneront 

En  subiitituant  ces  valevins  ^ans  les  formules  (5) 
et  (4) ,  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a* 


! 
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r'dv  =  a*ndt  \/ 1 — e*  , 


3 


€t  a*/i=  I  ^  on  trouvera  sans  peine 

oa  =  —  2apas[ ), 

'        \i  —  e  cos  tt/  ' 

^        L    I  —  e  cos  M   J 

edo)  =  —  2p<3&  A  V  '— g  sinu\ 

'         \  I— ecosif  /  ' 

dê^  —  di»  (  I  —  v/i  —  e*)=^jod!y  e  sinir. 

On  peut,  dans  ces  formules,  substituera  la  place 
de  ds  sa  valeur  en  ^  ^  en  sorte  qu'elles  se  trouveront 
toutes  exprimées  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique. En  eflFet,  on  a 

ndt  z=i  du(i  — e cosf^) , 

d'où  ,  en  observant  que  — ^—=  =:  a  ^  on  conclura 

n  y  a 

dszzzadu  \/i — e*  cos*«. 
On  aura  donc  ainsi  i 


'        V    I  —  e  cos  tt.  ^ 

^  =  —  2rt(,  —  e)fdu  COSU\/^±I^  , 

^  ^'^  V    I  -^  ecostt  ' 

tfrfûï  sz= —  2^  V'i  — e^pdusinu  y  — 


m 


e  costt 


e  cos  M  ' 


'V  »  — >ecos  k' 
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En  nontmant  l^z=z  fndt  le  moyen  mouvement  dans 
Forbite  elliptique,  on  a  dans  l'orbite  troublée ,  n*  45, 
livre  II , 

On  aura  donc  ^  par  ce  qui  précède  y 

■    <=5a^«(.  -ecosu)ffdusJ^^^.  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  Variations  des  élé- 
mens  de  l'orbite  elliptique  dues  à  la  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
tégrer, il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu ,  ou  la  valeur  de  p.  On  observera  d'abord 
que  la  fonction  p  doit  être  supposée  une  très  petite 
quantité,  puisque  les  perturbations  causées  par  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables^  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  aei  e  comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  on  pourrait  d'ail- 
leurs ,  par  des  approximations  successives,  tenir 
compte  ensuite  des  termiss  négligés. 

La  valeur  de  p ,  comme  nous  l'avons  dit ,  sera 
en  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil;  et  en  y  substi- 
tuant pour  r  sa  valeur  rt(i— ecosw),  elle  de- 
viendra fonction  de  cos  u.  Supposons  qu'après  avoir 

multiplié  par  y  '  +  gcos^  ^^^^^  fonction,  on  la  ré- 
duise en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
l'angle  e£  et  de  ses  inultiples,  et  i*eprésentons  cette 
série  par 
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A  +  fi  B  cos  M  +  e*  Ccos  2M  +  etc., 

A^  B^  C  étant  des  fonctions  qui  ne  renferment  que 
des  puissances  paires  de  r ,  et  devant  être  regardées 
d'ailleurs  comme  des  quantités  positives ,  lorsqu'on 
suppose  que  la  densité  décroît  en  raison  inverse  de 
la  distance  au  Soleil.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  les 'formules  (6),  et  qu'ensuite  oti  intègre  ,  on 

en  déduira  très  aisément  les  valeurs  de  chacun  des- 

•  .  .  .         ♦  .       .         .     ^ 

élémens  elliptiques  de  l'orbite  exprimées  en  séries 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité. 

Si  l'orbite  s'écarte  peu  de  la  forme  circulaire,  en 
sorte  que  e  soit  une  très  petite  fraction ,  en  dégli- 
géant  les  termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances^ 
supérieures  de  l'excentricité  j,  on  aura 

cTisf  =  —  ^a^[Au  +  e(A  +  Ë)sint^] , 
S^e  -=■  —  2fl[Asinw  -+■«  eB(w + J  sin  «  )j  ^ 
^  tes  I  OnlJkM^  --^  3eBços24  ), 

eS'ùd  =  2af  Acofi  «  ^-^  ^  éB  cos  art)  ^ 
d^ê  =  —  a  (Acos  tt  -4-  ^  ôB  cos  iu). 

Ûti  voit  par  ces  formules  que  la  longitude  du  pér 
xihélie  f  ainsi  que  celle  de  l'époque  ,  ne  sont  assu- 
jetties qu'à  des  variations .  dont  là  péi'iode  n'excède 
pas  la  durée  d'une  révolution  de  la  planète;  il  en  se- 
rait de  tnéme  relativement  à  l'inclinaison  de  Torhite 
i^t  à  la  longitude  du  nceud^  en  ayant  mém^  ^^ 
leSk  carré  de  k  force  peartili^batrics  ;  Â  Ifaa  ne  con- 
sidère   donc   que   les  inégalités  qu'un    long  intcff- 
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vallé  peut  rendre  sentie  >  on  aura 

J^a  =  —  2à^ku^  Je  =  —  aébu ,  Ç  =  ^anku* , 
eJ'Cf  =a,  J^€=o,  J^^=  o,  ^qz=zo; 

d'où  Ton  doit  eondofe  que  là  t^ésistâuce  dti  tnilieu 
n'altërera  à  la  longue  xA  là  position  du  plàti  de  ToiN 
bile  y  tii  t(d\\t  de  son  périhélie  ;  maiâ  eotntne  A  et  B 
Mut ,  par  hjpothè^  ^  des  quantités  positives ,  elle 
fera  décroître  indéfiuiment ,  et  pat  degrés  ît^sensi- 
blés,  le  grand  âxc  et  l'exceutricité*  L*ôrbîte  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forxne  circulaire ,  et  il 
en  résultera  une  inégalité  séculaire  dans  Fejcpression 
de  la  longitude  moyenne ,  et  par  conséquent  dans  1^ 
durée  de  la  révolution  de  la  planète.  En  effet,  /ndt-^^ 
étant  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  le  vide, 
là  Variation  du  moyen  mouvement  fndt  introduira 

dans  cette  expression  l'inégalité  -  anAu*.  Ainsi  donc  , 


2 


en  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 
angulaire  de  la  planète  s'accélère  de  pins  en  plus , 
et  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaque  révolution. 

Si  Ton  considère  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l'excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  onaura  J'a==  —  ^a^A^Cf  J^e= — 2âeE7r; 
ainsi,  par  l'effet  de  la  résistance  du  milieu^  l'or- 
bite se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire ,  tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement ,  elle  doit  finir 
par  atteindre  la  surface  de  cet  astre. 

Au  reste ,  si  les  espaces  célestes  Sont  remplis  par 
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un  fluide  très  rare ,  aucune  observation  n'a  indiqué 
jusqu'ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ;  mais  il  serait  pos- 
sible qu'il  eût  une  action  sensible  sur  les  comètes, 
à  cause  du  peu  de  densité  de  la  matière  qui  les  com- 
pose y  comme  nous  lavons  dit  n""  J^o ,  livre  IIL 

71  •  Considérons  donc  maintenant  le  cas  des  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Si  l'on 
n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  que  la  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
de  la  comète ,  on  pourra  ne  s'occuper  que  des  va- 
riations du  grand  axe ,  de  l'excentricité  et  du  moyen 
mouvement ,  puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  l'époque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce*  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules r4)  ^^  ^^  formule  (7) ,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

J'az=:—2a*  I  pdiA     ;_  1 —  V  i  — e*cos*w  L 

J  ^      Lv/i— e*cos*M  -J 

<re  = ^ pdul  — —  VI — e'cos*M  K 

«      J  ^      Lv/i-e«cos»u  J 

Ç  =  3anfdt/pdu  |^-^;:==--      \/ ,  — e-cos«w J. 

'"Supposons  qu'en  développant  en  série  ordonnée 
^ar  rapport  aux  cosinus  de  Tangle  u  et  de  ses  mul- 
tiples la  fonction 

p  (i  +  er.osu) 

dans  laquelle  on  substituera  pour  p  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  u,  on  ait 
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même  dans  tous  les  points  dç  l'orbite.  On  a  généra- 
lement, n'  67,  p==K^Ç-;j ,  r  élant  le  rayon  vecteur  de 

la  comète,  et  (pf^  une  fonction  de  r  qui  devient  égale 

à  lunité  quand  r=  i  ,  enfin  K  une  constante  qui 
dépend  de  la  densité  du  fluide  à  Tunité  de  distance  ^ 
et  de  la  masse  de  l'astre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons,  on  a  donc  p  =  K,  et ,  en  obser- 
vant que  Kntégrale  /  —====:.  est  nulle  entre  les 
limites  i^  =  o  et  w  =  ^,  on  aura 

K  r*  du 


_   K  r* d 


€*ça8*ii 


Ces  intégrales  doivent  s'étendre ,  comme  les  pré- 
cédentes, depuiç  u^!!=Q  jusqu'à  us=z^  ;  mais  il  est 
clair  qu'on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant entre  les  limites  u=o  et  «=;?:  j'TT,  et  en  ayant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expressions  de  A 
et  B  représentent  alors  des  fonctions  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce;  et,,  d'après  la  nota- 
tion adoptée ,  on  aura ,  n'*  22 , 

B  =  ?5  E(e). 

En  substituant  ces  Trieurs  dans  les  formules  (8) , 
«k  im  }es  ctenéant  à  «n«  rérolntieiii  entier*  d«  la' 
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Or /par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  a  (^)y 

7    a»  —  3(1  —  e') \i  —  e»y  3(1  —  e')  '  V^'* 

on  aura  donc 

aK  r  4       „.  .  3     „,  M   8(a  —  e')  „,  ,-1 


et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (8), 
on  trouvera 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
rnenty  en  étendant  la  même  analyse  au  cas  plus  général 
où  la  loi  de  la  résistance  est  exprimée  par  une  for- 
mule de  la  forme 

P=  A+  -  +  ;3 +- +etc., 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l'orbite  de  m  au  calcul  des  fonctions  ellip* 
tiques. 

(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  I*',  page  a56. 
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Y2.  Nous  avons  dit  qu6  jusqu'à  présent  les  observa- 
tions n'avaient  indique  dans  le  mouvement  des  pla- 
nètes ou  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante,  de 
la  résistance  du  milieu  qu'elles  pourraient  avoir  à  tra-  1 

verser;  les  formules  du  n**  70  peuvent  donc  être  regar-  \ 

dées  comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu'ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  :  la  matière  éttérée,  s'il  en  existe  une 
autour  du  Soleil ,  pourrait  avoir,  comme  nous  l'avons 
vu,  une  influence  sensible  sur  leurè  mou vemens,'  â  rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  effet,  on  a  remarqué  dan^ 
les  retours  au  périhélie  de  la  comète  à  courte  pé- 
riode de  1 8 ig,  celle  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment ,  quelques  inéga- 
lités que  le  calcul  de  ses  perturbations  n'a  pas  suffi 
pour  expliquer,  et  que  l'on  a  cru  devoir  attribuer  a 
l'effet  de  la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  tojons  loin  d'admettre ,  du  mcjins  quant  à  pré- 
sent, cette  explication  autrement /^ue  comme  une 
hypothèse  plausible,  nous  allons,  pour  montrer  l'u- 
sage des  formules  précédentes,  en  faire  l'application 
au  mouvement  de  dette  comète. 

Selon  M.Encke;  les  élémens  de  l'orbite,  en  i852, 
étaient  : 
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Pà^og^nupénhilie,  mal  i832,  3^)99093  (temps  thoy.  à  Paris.) 

J^emi^-grand  ^uce. . .  ; » ,  k . .  i . .  2 .  22aa4o 

Rapport  de  r ecècentncité  au  demi-grand  axe.  o .  845433 

Lieu  du  périhélie ••••••  »57»2t'    tT^ 

Longitude  du  nœud  ascendant 334.32.   5,2 

inclinaison ' l'à.^^.  12,3 

MôUi^ment  mofenpar  four io7i%b9598. 

t)'après  ces  données ,  en  faisant  è  =  \/i  —  e%  on 
aura  b  =  o,534o8o7  ;  et  si  Ton  nomme  8  Tangle  qui 
aurait  pour  sinus  rexccntricité  e  de  l'orbite,  en  sorte 
qu'on  ait  e  =  sinfl,  6  =  cosô,  on  trouvera 

6sat57*45'6",5- 

Celte  valeur  de  fl,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
getidré  (Traite  des  Ponctions  elliptiques,  tome  It), 
donnera 

log  F  (e)=:=  0,52 17456,     F  (e)  =  2,09771,, 
log  E  (e)  =  0,090897 1 ,     E  (e)  ==  1 ,25299  ; 

vk  là  oA  tire 

.  F'(è)  —  E  (e)'ï±: o,8647iï , 
■2F'^)^Ê(e)ititb,^6245. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d'un  milieu  résistant,  de  densité 

constante , 

cTa  =  —  ii7,o36o8Bl,  ] 
cTe  =  —      5,i8668K,  J  (11) 
cT/i  =  o,4i023K.  ) 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  parait  plus  vrai- 
semblable ,  celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  Fastre  au 
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Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  F(e)  et 
de  E  (e) ,  on  trouyera  sans  peine 

8Ffe)  -         ^    8E(e)  -   f,-       i6E(e)      a    o     ^ 

3gr=i9îOiio3,  -3^=ii,5a55o,  ~^=s8ojiio6fOi 
<i'oii  l'on  conclura 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (<o)^  on 
trouyera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  l'ex- 
centricité et  du  jQOuvexneat  moyen  résultant  de  l'ac- 
tion de  l'éther^  après  un«  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 

/a  =  —  4i4,i758oK,  \ 

cTc  =;=  —    27,46556K,  V  (13) 

cT»  =a  1,451 741^-   ^ 

En  ajotttanit  les  variations  précédentes  aux  altéra* 
lâons  que  subissent  les  mêmes  élémens  par  rattractioB 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i852  à  i8S5,  et  qu'on  détermineni 
parles  formules  du  n*  52,  livre  II,  on  aura  les  va- 
riations (totales  de  ces  élémens  ;  mais  pcHir  déterminer 
nnmériqiiMiienA;  lies  valeurs  de  cTa ,  J'e  et  S'n^  il  &xk^ 
draôt  connaître  encore  la  valeur  du  ^coefficient  K  qui 
dépend ,  comme  «qn  Ta  vu  n""  67 ,  ide  la  densité  et  de  la 
foovne  de  l'astre  «a  mouvement,  cW-à-^ire  de  la 
Bature  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue*  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  bjpo*- 
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thèse,  comparer  les  formules  précédentes  aux  obser* 
vatîoDS,  eu  n'employant  que  leurs  rapports  entre 
elles  y  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  indéter- 
miné K.  Ainsi,  par  les  formules  (i  i),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  variation  du  grand  axe  et  de  l'excentri- 
cité a  celle  du  moyen  mouvement , 

j^  =  —  385,39640,        , 

3^  =  ~     13,64345; 
et  par  les  formules  (13),  on  trouvera 

jf  =  ._  285,39640, 

£  =  —     18,91906. 

On  voit  que ,  dans  les  deux  cas ,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  à  celle  du  moyen  mou- 
vement est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
formules  (9)  et  (10)  ;  tandis  que  les  variations  de  Tex- 
centrieité  et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différens;  le  premier  est  moindre  que 
les  deux  tiers  du  second.  Il  suit  de  la  que  si  l'on  pou- 
vait déterminer  avec  exactitude  la  partie  de  la  varia- 
tion de  l'excentricité  et  du  moyen  mouvement,  indé- 
pendante de  l'action  des  planètes ,  en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédens,  on  aurait  un  moyen  de 
reconnaître  quelle  est  l'hypothèse  la  plus  probable  pour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises ,  les  approximations 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes,   et  les 
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quantités  qu'il  faut  déterminer  sont  trop  petites,  pour 
qu'on  puisse  espérer  d'y  parvenir  de  cette  manière.  - 
M.  Encke  y  qui  s'est  particulièrement  occupé  '  de 
cette  comète ,  a  essayé  de  déterminer  directement  ; 
par  la  comparaison  du  calcul  et  des  observations^  la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  a  suivi  pour  cela  la  mé- 
thode employée  généralement  par  les  astronomes , 
pour  la  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  dû  mouvement  des  planètes. 
Il  a  cboisi  un  certain  nombre  de  lieux  observa  vers 
les  passages  au  périhélie  de  1819,  1822  et  iS^S;  et 
comme  les  perturbations  causées  par  l'action  dé  Ju- 
piter ont  été  très  considérables  pendant  la  période  de 
1819  à  i8a2,  et  que  la  valeur  qu'on  assigne  à  là 
masse  de  cette  planète  a  dû.  avoir  beaucoup'  d'in* 
fluence  sur  leur  détermination ,  pour  tenir  compte  de 
cette  circonstance,  il  a  supposé  aux  élémens  de  l'or- 
bite des  corrections  dépendantes  à  la  fois  d'un  chan- 
gement dans  la  masse  de  Jupiter  et  de  l'hypothèse 
d'un  milieu  résistant ,  et  il  a  déterminé  ensuite  avec 
ces  élémens  les  mêmes  lieux  de  la  comète  par  le  caU 
cul .  La  différence  des  ascensions  droites  et  des  déclir 
naisons  ainsi  déterminées,  aux  mêmes  quantités  don* 
nées  par  l'observation ,  lui  a  fait  connaître  Terreur  de 
ses  suppositions.  Il  a  formé  ainsi  autant  d'équations 
qu'il  y  avait  d'observations ,  et  il  les  a  combinées  en^ 
suite  par  la  méthode  qu^on  doit  à  Legendre/de  ma-- 
nière  à  déterminer  les  valeurs  des  inconnues,  c'est-à- 
dire  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  et  le  coeffi- 
cient K,  qui  rendent  minimum  la  somme  des  carrée 
des  erreurs. 
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M«  Eocke  I  à  Taide  de  la  valear  de  K  ainsi  Obtenue,' 
a  calculé  des  ëphém^^ides  de  la  comète  pour  1 8a8  ; 
mais  ces  épbémérides,  distribuées  d'avance  aux  as- 
tronomes f  représentèrent  fort  imparfaitement  les 
observations  de  cette  époque.  Lorsque  la  comète  fut 
de  retour  k  son  périhélie^  M.  Encke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  ce  passage,  qu'il  joi- 
gnit à  celles  qu'il  avait  déjà  employées^  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment ,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jupiter  et  pour  le  coefficient  K;  mais  ces  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent ,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu'il  était 
impossible  de  les  attribuer  à  quelques  quantités  négli- 
gées dans  te  calcul ,  ou  à  de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
s'en  tenir  aux  résultats  dès  derniers  calculs ,  fondés 
sur  ^ensemble  de  toutes  les  observations  qu'on  avait 
considérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don«« 
ner  plus  de  certitude  que  les  premiers,  appuyéà 
seulement  sur  une  partie  d'entre  elles.  M.  Encke  à 
cru  devoir  en  agir  autrement;  il  a  cherché  quelle 
serait  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coef- 
ficent  K  »  et  il  a  trouvé  qu'il  suffisait  pour  cela  de 

supposer  la  masse  de  Jupiter  égale  à  — 77-^  >  au  lieu 

de  la  supposer  de  — = ,  comme  elle  résulte  desélon- 

*^*  1067,09' 

gâtions  des  satellites  observées  par  Halley.  Gé  résul- 
tat est  d'autant  plus  remarquable ,  que  cette  valeur 
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de  la  masse  de  Jupiter  s'accorde  presque  entièrraient 
avec  celle  ^ue  Gauas  a  déduite  des  obseryations  de 
Pallas ,  Nicolaï  de  celles  de  Junon,  et  enfin  Encl&e  et 
Heiltgenatçin  de  celles  de  Vesta  et  Cévès.  Les  deux 
séries  d'obserratîons  choisies  par  M«  Encke  conduin 
sent  alors  à  la  tnéme  valeur  du  coefficient  K  ;  en 

sorte  qu'en  adoptant  la  valeur  — ^^ — 7  de  la  masse  de 

Jupiter^  qui  est  en  effet  celle  qui  semble  s'accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbatipns  des  petites 
planètes  y  on  s^ura 

''"^  890,852" 

Il  faut  encore  observe^*  qu'il  résulte  dès  deux  équa.-r 
tions  de  condition  données  par  M.  Encke ,  qu'il  se«^ 
rait  impossible  de  rejeter  absolument  l'hypothèse 
d'un  milieu  résistant,  sans  être  obligé  d'attribuer  a 
la  massç  de  Jupiter  une  valeur  qui  ne  s'accorderait 
plus  avçc  les  autres  phénomèpes  célestes  ^  ou  d^  Sfup<- 
poser  4UX  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
les  limites  qu'on  peut  raisonnablement  leur  at^ 
tribuer. 

M*  Encke  a  fait  voir  ensuite  qu'en  calculant  dans 
l'hypothèse  d'un  inilieu  résistant,  avec  la  valeur 
précédente ,  les  éléniens  de  l'orbite  sl^x  trois  époques 
de  1786,  de  1795  et  de  i8o5,  antérieures  à  celle  de 
1819,  où  le  retour  périodique  de  la  comète  fut  enfin 
reçoiinu,  pn  obtient  des  résultats  assez  concordais 
avec  ces  pbservations,  ppur  qu'on  puisse  attribuer  les 
diff^^epces  soit  aux  erreurs  dont  elles  sont  suscepti- 
bles^ soit  aux  inexactitudes  4^s  calculs,  qui ^.di^  1786 
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à  1819,  comprennent  un  intervalle  de  dix  révolu^ 
tîons.  Si  l'on  se  refusait,  au  contraire,  à  admettre 
l'existence  d'un  milieu  résistant ,  on  ne  parviendrait 
à  représenter  les  anciennes  observations  qu'avec  des 
difi'érences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  21' 
en  plus  ou  en  moins,  et  qui  pourraient  s'élever, 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  jusqu'à  169',  résultat 
inadmissible ,  quelle  que  soit  llncorrection  que  l'on 
suppose  à  ces  observations.  11  semblerait  donc,  d'a- 
près ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  Encke ,  qu'on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l'action  d'un  milieu  résistant ,  ou  de  quelque 
aijtre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n'influe  sur  la  maix:fae  de  la  comète  à  courte  période 
de  1819. 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'en  ad- 
mettant même  l'existence  d'un  milieu  éthéré ,  il  res- 
terait encore  à  décider  si  l'hypothèse  d'une  résistance 
réciproque  au  carré  de  la  distance  au  Soleil,  que 
M.  Encke  a  adoptée  dans  ses  calculs,  est  véritable-r 
ment  la  loi  de  la  nature,  car  tout  autre  hypothèse 
donnerait  des  résultats  très  différens.  Quant  à  la  cir- 
constance qui  a  fait  rencontrer  à  M.  JEncke,  pour 
la  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse ,  déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nous  semble 
simplement  l'effet  d'un  heureux  hasard,  puisque, 
de  l'aveu  même  de  cet  astronome ,  les  observations 
de  18 19  et  1822  étaient  peu  propres  à  déterminer 
des  quantités  aussi  petites  que  la  correction  de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à  cause  des. 
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perturbations,  considérables  que  la  comète  a  subies 
durant  cette  période.  Enfin  ^  nous  pensons  que  c'est 
au  temps  et  à  1  étude  approfopdie  qu'on  fera  des 
perturbations  de  cette  comète ,  lors  de  ses  retours 
successifs,  qu'il  faut,  laisser  à  décider  un  point  aussi 
important. 

Quoi  qu'il  en  soit,  d'après  la  valeur  du  coefficient 
K  donnée  plus  haut ,  on  aura 

JVi  =  —  0,46492 , 
cAe  =  —  o,o3o83o , 
JVz  =        336",i3o8o. 

Ces  valeurs,  jointes  à  celles  qui  proviennent  de  Fac- 
tion des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  i83a 
à  .i835,  et  permettront  de  déterminer,  à  l'avance, 
sonprbite  pour  l'époque  de  son  prochain  retour. 

73 .  Les  formules  précédentes  s'appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification ,  au  cas  où  la  force  per- 
turbatrice serait  l'action  ide  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes ,  soit  qu'on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d'un  fluide  élastique ,  soit  que  dans  le  sys- 
tème de  l'émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation du  SoleiL  En  effet,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  d'une  égale  densité,  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé ,  si  l'on  transporte  en  sens  inverse  à  la 
lumière  la  vitesse  qui  anime  la  planète  dans  son 
orbite,  on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet  astre 
est  en  repos ,  et  l'action  réciproque  du  fluide 
lumineux  et  .de  la  planète   n'en  sera  pas  altérée. 
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L'action  de  ia  lumière  sera  alors  celle  d^iin  fluide 
élastique  doué  d'une  vitesse  variable  qui  choque  un 
corps  en  repos  :  elle  communiquera  au  centre  da 
gravité  de  la  planète  une  force  accélératrice  qu'on 
pourra  regarder  comme  la  résultante  de  deux  autres 
forces^  Tune  d'impulsion,  qui  s'exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète ,  et  qui  est  proportionnelle  à 
la  vitesse  de  la  lumière;  la  seconde^de  résistance,  qui 
agit  en  sens  inverse  de  la  difection  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  proportionnelle  à  sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  Von  nomme  donc  e»  la  vitesse 
de  la  lumière,  ces  deux   forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  dea>  k  j-,  elles  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles à  la  densité  de  la  lumière  que  nous 
supposerons  réciproque  au  carré  de  I4  distance  au 
Soleil ,  les  deux  forces  dont  il  s'agit  pourront  donc 

être  représentées  par  "T  ^t  1 57*  La  première  de  ces 

forces  agit  en  sens  contraire^ de  la  force  attractive  du 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  la  diminuant  lé- 
gèrement. La  seconde  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  de  la  planète 
et  à  la  densité  de  la  lumière.  Si  l'on  fait  donc 


-V   *  '^  _  h  ds^di 

En  supposant  p  =  ~  et  en  comparant  cette  valeur 
à  celle  de  R,  n®  69 ,  on  voit  qu'il  suffira  de  multiplier 
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par  ^  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  pour  les 

appliquer  au  cas  actuel. 

Les  deux  premières  formules  (a)  donneront  ainsi 

da  :=!  —  napdtK^-^ — }, 

^6  =  -  v^^n-^*^)^""! 

'        L  I  —  ç  cos  u  J 

Les  deux  autres  formules  ne  donneraient  lieu  qu'à 
des  Tariations  périodiques  que  nous  négligeons. 
En  substituant  donc  pour  dt  sa  valeur 

dt  =  a*  (il— ^esini^), 
on  aura 

du{\  -t-eco5u) 


cfcx  =  —  ^a^TÛi 
de  =  —  2cink 


(1— «C08k)*    ' 
du{t — e^)€06if 
(l  —  e  cos  w)» 

Soit 
(1— ecosM)""*==7A+eBcosM+e*Ccos3w-(-etCi;, 

en  négligeant  les  quantités  périodiques  y  les  formules 
précédentes  deviennent 

da  :=  —  a^nh  (A  +  e*B)  du, 
de  =2  —  aneh  (i  —  e*)  B  du. 

D'ailleurs^  d'après  la  loi    du   développement    de 
(1  —  e  cos  w)""*  on  a 

A  s=  B  =  :i(i  —  «•)"•? 

en  substituant  ces  valeurs  et  en  intégrant  on  aura 
donc 
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cTe  =  -         ^^" 


a  et  e  dans  ces  formules  pouvant  être  regardés 
comme  des  constantes^  et  étant  les  élémens  de  l'or* 
bîte  à  l'instant  où  l'on  a  {/=o. 

Quant  à  l'inégalité  correspondante  du  mouvement 
moyen ,  on  peut  la  déterminer  au  moyen  de  la  for- 
mule (7),  ou  la  déduire  de  l'expression  précédente 

de  &CL\  en  enet  on  a  —  = ,  par  conséquent. 

dlC,'='Sndtz=.''^ dt^  en  substituant  donc  pour 

^asa  valeur  et  en  observant  qu'on  peut  faire  u:=nt 
quand  on  néglige  les  quantités  périodiques ,  en  in- 
tégrant on  aura 

jy  — •      I  3» 

On  voit  par  ces  formules  que  l'impulsion  de  la  lu- 
mière produit  absolument  le  même  effet  sur  le  mou- 
vement de  la  planète  que  la  résistance  d'un  milieu 
très  rare  qu'elles  auraient  à  traverser. 

L'inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes^ 
à  cause  de  l'extrême  petitesse  que  peut  avoir  alors 

le  diviseur  (1 — e*)*.  Relativement  aux  planètes  on 

peut  négliger  le  carré  de  l'excentricité,  et  cette  îné- 

3/k/i*/* 
galité  devient  ainsi  — 7=-.  Pour  déterminer  le  coe&- 
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cient  h  qui  entre  dans  cette  expression ,  nous  suppo- 
serons y  conformément  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides  f  l'impulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité ,  à  la  surface  sur  laquelle  elle  tombe ,  et 
au  carré  de  la  vitesse  du  fluide  lumineux.  En  effet  ^ 
soit  ds  l'espace  que  la  lumière  parcourt  dans  l'ins- 
tant dt  en  vertu  de  sa  vitesse  où  :  la  masse  de  lumière 
qui  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons 
lumineux  sera  fds  multiplié  par  la  surface  de   ce 
grand  cercle  ;  et  comme  cette  masse  est  animée  de 
la  vitesse  (ù,  et  que  Faction  que  le  fluide  exerce  est 
égale  à  sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse,  l'impul- 
sion de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  sera  TrK^fœds, 
en  nommant  R  le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a  d'ailleurs  ds  =  cùdt ,  cette  impulsion   sera  donc 

égale  à 

'TrK^fCù^dt, 

Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  force  motrice 
que  Faction  de  la  lumière  communique  à  la  planète; 
en  la  divisant  donc  par  Vdt ,  P  étant  la  masse  de  la 
planète,  on  aura  la  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité  j  cette  force,  par  le  numéro  7 5,  est 

égale  a  -^,  on  aura  donc 


h  =:: 


îra*R»p«i 


L'inégalité  séculaire  — r--  due  à  l'impulsion  de  la 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  en  observant  que  a^n*  =  1 , 


I 

[ 
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3?rR»f^nf« 

74.  Dans  le  système  de  rémission,  la  masse  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  la  perte  des  rayons  lu- 
mineux qui  en  émanent  :  il  en  résulte  une  nouveOe 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes ,  que  Ton  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante.  Soit  1  la  masse  du  Soleil  k 
rinstant  que  Ton  choisit  pour  époque ,  et  soit  1  —  qt^ 
cette  masse  après  le  temps  t,  q  étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse,  sa  force  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre ,  diaprés  le  principe  des  air^s;  la 

quantité  V^/^^ — fi*)>  ou  ;a  exprime  la  somme  des 
masses  du  Soleil  et  de  la  planète ,  doit  par  conséquent 
demeurer  invariable  ;  en  nqmmant  donc  a^  et  ^^ 
ce  que  deviennent  a  «t  /4  à  Torigine  du  temps  t, 
et  négligeant  le  carré  de  l'excentricité  ,    on  aura 

\/a]jL  =  v/^^f^^'  Si  Ton  néglige  Ja  masse  de  la  pla- 
nète devant  celle  du  Soleil ,  par  ce  qui  précède  on  a 
/i,^=:i,  ft=  1 — qtf  on  aura  donc  au  bout  du  temps  t, 

•a  =  ■■  , 

I  —  qr 

et  en  vertu  de  l'équation  a?n^  s=s  ft ,  on  en  conclura 

n~n^{\—  qt)\ 
En  négligeant  donc  le  canné  de  q^  on  aura 

S'a  =  a  fit ,     ^n  ^=  • —  2  jf/i/. 
L'équation  cT^  ==  fSndt  donnera  4lonc  pour  Tîné- 
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galité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 

solaire 

J^Ç  =  —  qn^t\ 

Pour  déterminer  le  coefficient  q  qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  ai  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p  sa  densité  au  point  de  l'espace  qu'oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
llnstant  dt  sera  topdtf  multiplié  par  la  surface  de  la 
Sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  J^^a^opdt, 
et  comtne  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu- 
tion dis  là  masse  solaire  pendant  le  même  instant^ 
Wk  aura 

L'inégalité  séculaire  due  à  ladiminution  de  lamasse 
du  Soleil  f  sera  donc 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à  celle  que 
produit  Timpulsion  de  la  lumière ,  et  elle  est  infiTii-;' 
ment  plus  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  qu'elles  sont  entre  elles  dans  le  rap- 

port  de  —  4^*  à  -p-,  (m  de  —  i  à  — sk— •  Cette  der- 
nièire  quantité  est  nécessaif  ement  une  très  petite  fracs 
tîon.  ?our  la  Terre,  par  exemple,  —  étâunt  la  paral- 
laxe solaire,  m  Voa  «uf^pose  çeUe  paimUaxe  de  ô'',5St 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à  ôggr^f  on  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  —  i  à  o .00023x214^ 
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en  sorte  que  Finégalité  séculaire  de  la  Terre  due  à 

rimpulsion  de  la  lumière  est  moindre  que  j^-j  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire. 
En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 

cfÇ  =  -  4,ra V« (i  -|^)<'. 

Cette  formule  donnera  l'inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l'action  de  la  lumière  sur  le  mouye- 
ment  de  la  Terre  dans  le  système  de  l'émission» 

L'impulsion  de  la  lumière  solaire  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre ,  et  l'on 
démontre  aisément  qu'elle  n'influe  pas  d'un  quart 
de  seconde  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à  Féquation  due  à  la  diminution  de  la  masse  solaire , 
Laplace  conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n'a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d'altération,  soit  en  plus  ^  soit  en 
moins.  En  effet,  — qnt*  étant  l'équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à  cette  cause ,  si  l'on  désigne  par  /  l'é- 
quation séculaire  de  la  Terre ,  l  étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 


^  ni 


9 


qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soloil  ^  nt  '  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  Terre  dans  le 
temps  t.  Si  l'on  suppose  que  t  représente  un  nombre 
d'années  sidérales ,  on  aura  n  c±i'  36o^  ;  en  faisant 
donc  t  =?=  :20oo,  on  aura    , 


720000 


•  « 


1 
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Da'prèsJes  observationB,  l  ne  dépasse  pas  à  o^,36, 

ainsi  qt  est  au-dessous  de . 

2  2000000 

75.  Sil'on  regardela  gravitation  comme  résultant  de' 
Veffqt  de  l'impulsion  d'un  fluide  v^rs  le  centre  d'at- 
trac:fion,  il  résultera  de  la  transmission  successive  de 
la  force  attractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  mou- 
vement des  planètes  et  des  comètes  que  l'on  pourra 
encore  déterminer  par  l'analyse  précédente ,  relative 
à  l'impulsion  de  la  lumière  solaire.  En  effet,  diaprés 
lé  n^  75,  la  force  qui  s'exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  la  planète  ou  de  la  comète  sera  —,  c»  représen- 
tant ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ;  en  nommant 
donc  g  la  gravité,  ce  qui  donne  g:  =  — ,  l'équation  sé- 

culaire  — 7=-  deviendra 

T^Y  a 

3  gne 
2     *   * 

observons  que  dans  le  cercle,  la  force  centrifuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  par  le  rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étant  an,  si  l'on 
néglige  l'excentricité  de  l'orbite ,  la  force  centrifuge 
sera  cm*^  ;  mais  dans  ce  cas ,  la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à  la  force  qui  sollicité  la  planète 
vers  le  centre  d'attraction,  on  a  donc  g  =  on*,  et 

l'équation  séculaire  précédente  dçvient ,  où  étant, 

comme  on  l'a  dit,  la  vitesse  du  flu^é  au  moyeu  du- 
quel se  transmet  la  gravitation. 

ToMB  IlL  20 
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Si  ron  suppose  que  Féquation  précédente  se  irap- 
porte  à  la  Terre  ^  qu'on  applique  le  même  résultat  à 
la  Lune ,  en  nommant  a^  sa  distance  moyenne  à  la 
Terre  y  et  n-t  son  moyen  mouvement  sidéral  ^  t  ex- 
primant un  nombre  d'années  juliennes ,  son  équation 
séculaire  due  k  la  transmission  de  la  gravitation^ 
sera 

a#  V  air  J 

La   fraction  ~  est  égale  à  très  peu  près- à  j-^y  et  le 

rapporta  —  est  environ  -r^  ob  a  donc  à  très  peu 
près 

ajv  I 


a/»/  53* 


L'équation  séculaire  de  la  Terre  ^  due  à  la  tfaw- 
mission  successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à  un  sixième  environ  de  celle  de  la  Lune  due  à  la 
même  cause ,  et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen- 
sible, on  peut  regarder  la  première  comme  toat-à- 
fait  inappréciable* 

En  comparant  les  deux  équations  séculaires  de  la 
LuA^»  l'une  diie  à  ^iinpulsion  de  la  lumière  aoliàire, 
l'autre  à  1^  transmission  du  fluide  gravitique ,  oa 
trouve  qu'il:  Htj\  supposer  au  fluide  gravitique  une 
vitesse  au  mpinis  cent  millions  de  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut  donc  supposer, 
comme  on  le  £ait  ordinairement,  cette  vitesse  infinie. 

Quant  à  la  nature  même  du  pouvoir  attractif  de  la 
matière,  une  question  importante  s'est  agitée  dans 
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ces  derniers  temps  parmi  les  astronomes ,  à  savoir^ 
si  le  pouvoir  attractif  de  la. matière  était  identique 
pour  lous  les  corps  rapportes  à  Punit ë  de  distance 
et  à  Funitë  de  masse ,  ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme   les  affinités  chimiques ,  suivant   la 
nature  des  différens  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  On  avait  cru  nécessaire  d'admettre  cette 
dernière   supposition  pour  expliquer  la   différence 
qui  existe  entre  les  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  inégalités  du  mouvement  de  Saturne , 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
•et  des  élongations  de  ses  satellites  d'après  les  nou- 
velles observations.  Mais  nous  verrons  qu'on  peut 
rendre  raison   de  cette  différence  sans  être  .obligé 
d'admettre  une  hypothèse  aussi  contraire  au  prin-^ 
cipe  fondamental  de  la  loi  de  la  gravitation  telle 
qu*on  l'a  définie  jusqu'ici ,  hypothèse  démentie  d'ail- 
leurs par  les  phénomèrïes  que  la  pesanteur  terrestre 
développe  continuellement  sous  nos  yeux  ^  par  ceux 
^i  résultent  des  inégalités  du   mouvement  de  la 
Lune ,  et  par  ceux  enfin  qui  se  rapportent  aux  os- 
cillations de  la  mer  ou  de  l'atmosphère.  Tous  ces 
phénomènes ,  eu  effet ,  concoureût  à  nous  montrer 
que  le  pouvoir  attractif  du  Soleil,  de  la  Terre  et 
de  la  Lune ,  est  le  même  sur  l'air,  l'eau  et  tous  les 
corps  solides;  on  est  donc  en  droit  d'étendre  par  in- 
duction la  même  loi  à  toutes  les  planètes,  quelle  que 
soit  la   nature  des  substances  qui    les  composent, 
jusqu'à  ce  que  des  observations  irréfragables  aient 
prouvé  qu'elle  ne  leur  est  pas  applicable . 


20.« 
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CHAPITRE  VI. 


Perturbations  des  mouvemens  des  planètes  dues  à  la 

non-sphéricité  du  Soleil. 


fjQiJizji^  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  avons  regardé  les  corps  célestes  comme  par* 
faitement  sphériques;  mais  ils  s'écartent  tous  plus  du 
moins  dé  cette  figure,  en  vertu  de  leur  mouvement 
de  rotation,  qui  a  du  influer  sur  la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides. 
Il  en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  autour 
du  Soleil  et  dans  les  mouvemens  des  isatellités  autour 
de  leurs  '  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes dé  lelliplicité  du  Soleil  et  de  la non-spbéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières  inégalités,  les  autres  trouveront 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  Ton  nomme  h  l'ellipticité  d'un  sphéroïde  dont 
la  masse  est  M  et  qui  difiere'peu  de  la  sphère,  q  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  son 
équateur ,  6  la  déclinaison  de  la  planète  m  relative 
à  ce  plan  ,  et  r  son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  gravite  du  sphéroïde ,  on  aura ,  n*  56 ,  livre  ÏY , 

V=^^  +  ^(i,-*)(cos-»-i> 

En  nommant  V  la  fonction  dont  les  difféi^nces 
partielles  prises  avec  un  signe  contraire ,  ont  la  pro-s 
priété  de  représenter  les  attractions  qu'exeix:e  le  sphé- 
roïde M  sur  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier teiTfne  de  Texpression  précédente  est  celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
l'on  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  à  son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M=i,  et  en  obser- 
vant que  l'expression  précédente  de  V  suppose  que 
Ton  prend  pour  unité  le  rayon  moyen  du  sphéroïde , 
on  voit  que  Tellipticité  du  Soleil  ajoutera  à  lexprqs- 
sion  de  la  fonction  perturbatrice  R^  la  quantité 

h  étant  Fellipticité  du  Soleil ,  D  son  demi-<liamètrey 
q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
Féquateur  solaire  ^  et  â  la  déclinaison  de  la  planète 
relative  à  cet  équateur^  en  sorte  que  si  l'on  nomme  y 
l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  Féquateur  solaire^ 
et  4  1^  longitude  de  leur  commune  intersection  , 
qu'on  désigne  par  v  la  longitude  de  la  planète  comptée 
sur  le  plan  de  son  orbite 9. on  aura. 

cosâsssio  y  sîn  {u  —  4  )> 
et  par  conséquent 
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Nous  supposerons  très  petite  Fiiiclmaison  du  plan 
de  l'orbite  de  la  planète  a  l'équateur  solaire  ^  ce  qui 
permettra  de  négliger  le$  quantités  de  l'ordre  >*.  En 
£sdsant  de  plus  peur  abréger 

on  aura 

k  désignant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l'a- 
platissement dur  Soleil. 

Les  formules  de  la  variation  des  élémens  enip-* 
tiques,  en  négligeant  l'excentricité  de  l'orbite  » 
donnent 

rfe  =  —  andt  f-^j ,    dcùz=:  andt(^\ 
En  différentiant  l'expression  de  R ,  on  trouve 


dK          dK                    dB.        dRdr 
da          dr  '           H  '    de         dr  de"^ 

k  dr 

dR        dBi  dr               k     dr 

dêf          dr  dt»               r^   dm  ' 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  on  a. 

r=£ï[i  +  î^  —  ec0B(»^H-'€— a)], 
d'où,  l'on  tire 


1 


I 


I 
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Si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  cette 
expression  et  qu'on  néglige  tous  les  ternies  pério- 
diques^ on  aura 

/i'  =  —  TSûg  —  a  —Vf  —  ^-^  e  co^(nt  -1-  €  —  6?). 

Si  l'on  veut  donc  que  le  moyen  mouvement  soit 
représenté  par  nt  dans  l'orbite  troublé  comme  dans 
l'orbite  elliptique,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  v?  92,  livre  II,  le  premier  terme  de  cette  valeur 
doit  être  égal  à  zéro,  ce  qui  donne  pour  déterminer 

la  constante  g^  5ag r=  o  >  c*  P^r  conséquent 

S  —  ^a^* 

On  aura  donc  ainsi 

3  a 

En  différentiant  de  même  par  rapport  sl  J"  ]» 
valeur  de  r ,  on  a 

En  substituant  pour  cT^,  «Te,  et  S'co ,  leurs  va- 
leurs y  et  négligeant  les  termes  simplement  pério- 
diques ,  on  aura 

h*  i  k  knt       •     /   ^    ,  s 

78.  On  voit  donc  que  l'ellipticité  du  Soleil  introduit 
des  variations  séculaires  dans  l'expression  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur  ;  et  ces  inégalités  ayant 
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pour  divîsieùr  le  carré  du  demî-graïid  axe  de  Toii^iië 
de  m  >  elles  seront  d^antant  plus  sensibles  que  la  plàr 
nète  sera  plus  rapprochée  du  SoIeiL  Par  conséquent, 
si  les  variations  précédentes  jpoûvaient  acquérir  une 
valeur  appréciable ,  c'est  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mercuirè  que  leur  influence  se  ferait 
sentir.  Supposons  donc  que  M  représente  la  masse 
de  cette  planète  y  et  désignons  par  S  celle  du  Soleil 
que  nous  *  regarderons  cpmxne  un  sphéroïde  hon^Or* 
gène f  on  a  dans  ce  cas  hz=,^q;  la  valeur  du  coeffi- 
cient k  devient  ainsi 

q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur à  l'équateur  solaire ,  et  D  le  demi-^diamètre  dé 
cet  équateur.  Or,  si  l'on  nomme  m  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  Soleit ,  la  force  centrifuge  sous 
l'équateur  sera  m'D,    n'  i6y  livre  I,  et  la  pesan- 

S  . 

teur  -=^.  D'ailleurs ,  en  nommant  a' ,\e  demi-grand 

axe  de  l'orbe  solaire ,  et  n^t  son  mouvement  dans  Té- 
cliptique ,  on  a,  à  très  peu  près,  S  =  a'^n'*;  on  aura 

donc 

_    m'D3 

La  durée  de  la  rotation  du  Soleil ,  suivant  les  ob- 
servations ,  est  de  25^,417  ;  la  durée  de  la  révolution 
sydérale  de  la  Terre  est  de  365b56,  les  moyens  mou- 
vemens  mt  et  rit  sont  réciproques  à  ces  deux  nom-- 

bres.  On  a  donc 

m         365,256 
n    *""     25,4*7  * 
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Le  deminiiainètK  da  Soleil,  chaerré  dans  sa  moyenne 

distance  à  la  Terre ,  est  de  i&i',6,  ce  qui  donne 

ys=sin(i6'i",6). 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  tronye 

Iqg^  =  5,5306940, 

et  le  mouyement  da  périhélie ,  qui  est  ^al  à  -;  ^  de- 
vient ainsi  égal  à 

|îsinV(i6'i",6).(4-).««. 


On  a  d'ailleurs 


a  sas  0,38709813  j 


a'B  I 


»    »II    •   •  ITIH 


n  sa  55a54i6%79. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente ,  on  trouve  pour  le  mouvement  du  périhélie 
produit  par  Tellipticité  du  Soleil  o"^o  1 2 1  o5 1  •  • . .  Cette 
valeur  ne  s'élèverait  guère  qvCk  une  seconde  en  cent 
ans  y  l'inégalité  correspondante  de  l'époque  serait 
double  de  celle-ci;  ces  variations  sont  donc  à  très  peu 
près  insensibles ,  et  elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d'être  homogène  est  composé, 
comme  tout  porte  à  le  croire ,  de  couches  dont  la 
densité  croit  de  la  surface  au  centre.  On  pourra  donc 
négliger  l'efTet  de  l'ellipticité  du  Soleil  sur  le  mouve- 
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Hient  eh  longitnde  de  Mercure,  et  k  plus  forte  raison 
sur  celui  des  planètes  plus  éloignas  du  Soleil.  * 

79.  Considérons  maintenant  l'influence  de  la  figure  du 
Soleil  sur  la  position  de  Torbite.  Pour  la  déterminer , 
en  praiant  pour  plan  fixe  celui  de  Téquateur  solaire  f 
et  en  changeant  f  en  y^  et  et  en  «s)/  dans  les  fer- 
mules  (5)  et  (6)  du  n"*  4^  »  lî^i*^  U  f  on  aura 

La  valeur  de  R ,   en  y  conservant  les  termes  de 
l'ordre  >•,  devient 

^  =  5  ;3-{i  —  â  sin'j'C»— 2cos2(4^ — 4  )]}  ^ 

d'où  l'on  tire 

sTSTrfT  ^  T5  sm>sma(p-4  }. 

Si  Fou  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes 9  et  qu'on  intègre  en  observant  que  nous, 
négligerons  ici  les  excentricités ,  ce  qui  permet  de 
faire  rssE  a  et  pss:  nt  H-  è$  on  aura 

cTfl  = i  [12^— sin  a(n<  +  € — 4)]^ 

k 
J^y  =  —  sin5^cos3(n^  +  ^  —  4^)]* 

On  voit  par  ces  équations  qu'en  vertu  de  Fellipti- 
cité  du  Soleil  ^  le  nœud  de  l'orbite  de  la  planète  sur 
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l'équateur  solaire  est  sujet  à  un  mouyement  rétro- 
grade qui  est  égal  au  mouvement  direct  du  périhélie, 
du  moins  tant  qu'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  y*. 

L'inclinaison  au  contraire  ,  comme  l'excentricité, 
n'est  soumise  qu'à  des  inégalités  périodiques.  Il  suit  de 
là  que  Tèllipticité  du  Soleil  n  ajoute  rien  aux  équa- 
tions (é)  et  (p)  des  n"'  65  et  69  du  livre  II ,  et  qu'elle 
n'altère  point ,  par  conséquent,  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde ,  ni  l'invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n""  79  du  même 
livre. 

La  valeur  de  eTG  introduit  dans  Texpression  de  la 
latitude  s  de  m  rapportée  à  l'équateur  solaire  la  varia- 
tion séculaire 

crj  =  -~^  sin^  cos(wf+«-"4)- 

Mais  cette  variation,  comme  celle  du  nœud  de 
l'orbite ,  est  insensible ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pour 
Mercure  ,  et  à  plus  forte  raison  pour  les  autres  pla- 
nètes. 

Il  est  clair  que  les  formules  précédentes  s'appli- 
queraient également  à  la  Lune ,  et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à  la  non  sphé- 
ricité de  la  Terre  ;  ces  formules  feront  connaître, 
en  général,  l'influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  mouvemens  de  leurs  satellites. 
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X  =  rcosi',    jr  =?  rsîni^,     z  =  rs. 

Soient  a  la  latitude  de  l'étoile ,  et  f  sa  longitude , 
on  aura 

a:'  =  r' cosCcosa,  ^  =  r'sinCcosa,  issr'sina. 
La  substitution  de  ces  valeurs ,  donne 

_  ,f  I  r/[C0S«C08(»'-^+J8iD«]> 

La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande , 
relativement  k  celle  des  planètes ,  si  l'on  drtreloj^pe 
cette  expression  par  rapport  aux  puissances  descen- 
dantes de  r'y  et  (fu'ou  néglige  celles  qui  seraient  au- 
dessous  de  t'\  on  trouvera 

.R  =  -7       -r-75-  {a  —  3co»*«[i-f-co«a(i'  — C)]  —  6*  sin  ^mcoi{y  —  C)}^   (m) 

^  étant  une  quantité  très  petite  qui  dépend  de  Faction 
des  planètes  sur  m,  et  qui  est  de  Tordre  des  forces 
perturbatrices ,  on  peut  la  négliger  lorsqu'on  ne  con» 
sidère  que  les  variations  des  élémens  de  Torbite 
de  m  qui  ne  contiennent  pas  les  différences  de  R 
relatives  à  cette  quantité;  on  aura  ainsi 


m'       m'r^ 


Ri=:^  — -T^.[^--3cos*rt— 5cos-rtcos:î(i^— ff)]. 

/,  ainsi  que  a  et  Qy  dépènfdant  des  déplacettièus  dé 
l'étoile  y  et  ne  v^risfnt  par  ^nséquent  qu'avec  une 
extrême  lenteur^  on  pourra  les  regarder  comme  des 
quautifés  constantes^  pendant  un  grand  nombre  de 
siècles. 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  ^  on  a 


i 
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-=  I  -+■  -  «*— e cos(/i«-Hé — a») e*cos3(n^-|-£ — a»), 


5 
p  î=  wf  -)-  ^  -f-  ae  sîn  (/if  +  € — a>)+  7  e*  sin2(rU'^e — €»), 

en  n^ligeant  les  cnbes  des  excentricités ,  et  dans  la 
valeur  de  v,  les  termes  dépendans  du  carre  de  s. 
De  là  il  est  facile  de  conclure 

~=  1  -I— e'-aecos(n^4-^ — ^) — ^•cos3(7i^-|-^— «) 

cos!2(i^-C)=(i  '-4^)cos2(nt+€'-€)''2écos(nt+e+a'-  aC) 

3 
+2e'co6  2(0) — Ç}+etc. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  R, 
en  ne  retenant  que  les  termes  indépendans  du  temps^ 
on  trouvera 

d'où  en  diflférentiant  et  en  nommant,  pour  abré- 
ger, R^  y  lé  second  terme  de  la  valeur  précédente,  on 
tirera 

a  ^  =  —  aR,,    ^= p3—  cos'«sm!i(»— G), 

—  = ^^^[2— 3co$'« — 5cos'acos2(fi>— €)}. 

Par  les  formules  de  la  variation  des  élémens  ellip- 
tiques ,  en  négligeant  les  carrés  de  rezœnfericité  de 
Forbite,  on  a,  n*  4^^  livre  II, 

rfe  =  —  -  oediK  —  €Kndt  {-jt)^ 
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Lorsqu'on  ne  considère^  comme  nous  le  faisons, 
que  les  variations  séculaires ,  on  peut  supprimer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  de ,  parce  que  Tinté- 
grale  fd'K  ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
et  un  terme  constant.  D'après  les  formules  précé- 
dentes ,  on  aura  donc ,  en  intégrant 

d'e  =  — 7-73 —  e  cos^a  sma  [cù  —  Ç), 

J'cû = —  — jTr  -"  [3  —  3  co6*<t  —  5  cos*a  cos2  (^ — C)] . 

L'excentricité  de  l'orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gressivement en  vertu  de  l'action  des  étoiles,  et  le 
périhélie  aura  un  mouvement  séculaire  rétrograde; 
mais  comme  le  diviseur  r''  qui  entre  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à  cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles ,  il  faudrait  supposer  à  m\  qui  re* 
présente  leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  devenir  sensibles. 

81 .  Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 

que  la  partie  constante  de  la  fonction  -j-  étant  déjà 

ihultipliée  par  e ,  là  fonction  e  ^serait de  l'ordre  du 

earré  des  excentrieiCeii^  quantités  que  nous,  négli- 
geons ,  on  aura  pour  les  déterminer .         . 

rfC  =  —^andtfd'K ,     rf€  ==  —  2à'ndt  (^\ 

En  nommant  donC;  com^me  précédemment,  g  la 
constante  ajoutée  à  l'intégrale  /^ft;  êt^n  substituant 
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^^^  ^  d^  sa  Valeur,  ces  formules  donneront  en  in- 
tégrant 

Ç  t=  —  Zangty    cTfi  5=  —  4an/R,. 

Oh   aura  donc  pour  l'expression  de  la  longitude 
moyenne 

fndt  +  JV  s=  nt{t  ^  Zag  ~  4aRJ. 

Pour  que  le  moyen  mouvement  soit  représenté 
par  nt  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troublé ,  il  faut  qu'on  ait  3«g=:  —  4^R  ^  ou 
bien,  en  remettant  pour  R^  sa  valeur  et  négligeant 
le  carré  des  excentricités. 


m'à^ 


Swg'  ==i  -pr  (^  -^  3cos*a). 

La  variation  du  grand  axe  est  donnée  par  1  équa- 
tion ^a  =  2aYd^  =  :^a^gi  on  aura  donc 

3/3    (^   "~  5cos*a), 

I 

C     == pr-  (2  —  3cos*a). 

Les  valeurs  précédentes  de  r  et  de  i^,  en  les  diffé- 
rentîant  par  rapport  à  la  caractéristique  «T,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
par  ce  qui  précède,. puisque  nous  ne  nous  oacqpons 
ici  que  des  variations  séculaires ,  donnent 

^a=  —  cTecos  {nt-jr^ — o^)— e«rosin(w^+€— û>), 

S'v  =2cresin  {nt+e  —  co)'—2e<^ci  cos  (nt-^^ — co). 
Tome  IIl.  21 
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En  substituant  donc  pour  ^6 ,  et  S'cDy  leurs  valeurs^ 
on  aura 

J^-  =    ^^^"^  (2  —  3  cos*  et)  e  sin  {nt  ^  e  —  a>) 

—  *  .  /3     cos'flt  6sin(ni+  «  —  »  —  aC  -f-  2»}, 

J*i/   =  — 7-7J—  (2  —  5  cos*  «)  e  cos  (/i^  •+•  6  —  û>) 

—  — 7-7j^  cos**ecos(n*  +  «-^âi— ab  +  acÉ)). 

Ces  yalenrs  s'accordent  avec  celles  que  Laplace  a 
obtenues  d  une  autre  manière.  (  Connaissance  des 
Tems  j  pour  1 829.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l'expres- 
sion de  S'r  un  terme  constant ,  mais  il  faut  observer 
que  la  partie  cTc  cos  (w^+é — û))+ecrû>  sîn  (n^+€— û>) 
produit  aussi  un  terme  semblable  ;  lorsque  l'on 
conserve  dans  les  vateurs  de  S^e  et  de  eS'cù  les  ter- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  Tanomalie 
7i<  +  6— û>,  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  à  —  — 75-  (a  —  5cos*«t).  On  aura  ainsi  pour 

la  partie  constante  de  J^r,  due  a  l'action  des  étoiks  ^ 

V  =  6;^(^  —  5cos»ct)^ 

82.  Considérons  maintenant  les  perturbations  qui 
résultent  de  la  même  cause  dans  la  position  du  plan 
de  l'orbite.  En  nommant  ^  l'inclinaison  de  ce  plan 
mobile  sur  celui  de  son  orbite  primitive^  et  6  la 
longitude  de  son  nœud  ascendant^  on  a 
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«ftp  =  —  fîî^  {^\      M  __  andf/dR\ 

L'expression  (m)  de  R  donne ,  en  différentiant,   ' 

— =— ^       ^  ^i& 

df  ds  dp  f      Ti  --  dF  dï '* 

j' étant  le  sinus  de  la  latitude  de»»  éx^^àessas  àa  M 
nie-  on  a  v^ 

«  =s  sin9sin(p  ~,  ^); 

d'où  Ton  tire 

~  =  cos^  sin  (P  -.  ô),    I  =,  _  si„  ^ ^^^^  _  g^^ 
On  a  d'ailleurs 

mIi,  ont' a* 

"iS  =  ~^^  sinaacos(^  —  €)-, 
on  aura  donc 

^—       -^pr  sin  aa  sm  (p  —  B)cos(p  — if), 

^  ^"""475-  Mn^sinaacosC»»-- fl)cos(p—ff). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  préoé- 
dentés,  et  en  intégrant  ensuite,  en  négligeant  ]qi 
excentnatés,  ce  qui  permet  de  supposer  p^zzrU-4-6 
on  aura  «^  > 

,  Sm'a»  .     '  r  - 

'*  ~     "4?r"»  "-["t  cos  (fl  _  0  +  2  ,in  (ant  +  a,  _  j  _  f  H^ 

.iii<^r8=--^  6iiia«  j^«,in(S  -  0+  î  w.  (wt  +  ai  -  8  -  C)]. 

L'indinaifion  de  l'oAite  m  donc  sujette  à  une  varia. 


ai.. 


^ 


Sa4  THÈOWE  ANALYTIQUE 

tion  séculaire,  et  le  nœud  à  un  mouvement  rétro- 
grade sur  le  plan  fixe  ;  c'est  l'effet  le  plus  sensible 
de  l'action  des  étoUes  sur  le  système  planétaire , 
puisqu'on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  séculaires 
résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite. 

En  différentiant,  par  rapport  à  «T,  l'expression  de 
la  latitude,  et  négligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  indinaisons,  on  a 

jvj_  jv,p  sin  (n«+€— 9)  —  sin  ÇcTÔ  cos  (n«  +  e  —  fl}. 

£a  n*ay«Bt  donc  égard  qu'aux  variations  séculaires, 
en  vertu  des  valeurs  de  /(?  et  sin  ç«r6 ,  on  aura 

JN,  ^  3m'^  sinaasin  (n<  +  «  —  C). 
v" 
Cette  variation  séculaire  du  mouvement  en  lati- 
tude, surpasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve- 
ment en  longitude  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d'autant  plus  sensible,  que  la  moyenne  distance  de 
la  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable,  mais  son 
diviseur  est  lui-même  si  grand,  qu'il  est  évident 
qu  elle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu'après  un 
grand  nombre  de  siècles.  • 

Supposons ,  par  exemple ,  que  m  soit  la  Terre , 
d'après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la* 
distance  des  étoiles,  r'  ne  peut  être  au-dessous  de 
loooooa,  en  faisant  donc  a  =  i  et» =129697  7"35,  la 

^antité  ^^j^  sera,  moindre  que  o",ooooooooo97, 

ainsi  le  terme  précédent  de  la  valeur  de  «T*  n'excé- 
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dera  pas 

o",  00000000097  m'/ ; 

t  désignant  un  nombre  d'années  juliennes^  ea  sorte  \ 
qu'il  faudrait  supposer  aux  étoiles  une  massQ.  cei^ 
fois  plus  grande  que  celle  du  Solieil^.  pour  que  ce 
terme  pût  s'élever  à  10''  dans  un.  million  d!aDnée;Si 
II  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison,  relative- 
ment au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude.  On  peut 
donc  regarder,  quant  à  présent  y  l'influence  des  étoiles, 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

Concluons  .donc  que  l'action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à  la  vérité,  des  variations  sé-^ 
culaires  dans  les  excentricités  et  lès  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis^ 
font  pas  aux  équations  de  condition  (e)  et(p),  n^'  65 
et  69,  livre  II,  il  s'ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n'existe  plus  relativement  à  cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  à  raison  de  l'extrême  éloignement  des. 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables ,  et  dans  tous  les  cas  ils  nés 
pourront  se  manifester  que  dansdes  temps  très  éloignés.^ 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re-^- 
marquer  encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em- 
ployée dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure ,  pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées ,  à  l'intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non- 
seuleibent  cette  méthode  donné,  de  la  manière  la 
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plus  simple  9  toutes  les  inégalités  du  mouTenent  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude^  mais  elle  a 
seule  l'avantage  dlndiquer  clairement  Finfluence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
Orbite ,  et  d'offrir  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
fident  des  efietâ  aux  causes^  au  milieu  de  toutes  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouvemens. 
planétaires. 
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CHAPITRE  VIII. 


Inégalités  du  mouvement  des  planètes  produites  par 
Faction  des  satellites  et  des  comètes. 


83.  Les  masses  des  satellites  sont  en  général  si  petitàl^ 
relativement  à  celles  des  planètes  quHls  accompa* 
gnent ,  que  les  perturbations  qu'ils  causent  dans  leur» 
mouvemens  ne  peuvent  être  que  très  peu  considéra- 
bles,  elles  paraissent  même  tout --à- fait  insensibles, 
excepté  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lune.  Il  serait 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per- 
turbations, mais  leur  détermination  peut  devenir 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité. 

£n  effet  y  nous  avons  vu,  n^  ii,  livre  II,  que  làr 
planète  M  décrivait  a  très  peu  près  le  même  orbite 
que  si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réunis 
au  centre  commun  de  gravité  du  système.  En  sorte 
que  si  dans  les  formules  des  chapitres  précédons  oqi 
augmente  la  masse  de  la  planète  que  nous  désigne**- 
rons  par  M,  des  masses  de  ses  satellites,  Forbiteqixi 
txk  résultera  sera  celle  du  centre  de  gravité  du  sysf 
teme,  et  pourra  aussi  être  regardée  comme  l'ellipse 
même  de  la  planète  r&uitant  de  la  première  appro^ 
xiiMtioki. 


«I 
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Cela  posé  ^  soient  X ,  Y^  Z ,  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à  ce  centre  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X  et  des  Y;  soit  de  plus  V  l'angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe,  doù  Ton  compte  les  longitudes,  l'axe 
des  X.  Nommons  m,  w! y  vfi\  etc.,  les  masses  des  satel* 
*  lites ,  r,  /,  r^,  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  (>,  /,  i^',  etc.,. 

leurs  longitudes  sur  le  plan  de  Torbite  de  M,  et 
s  y  s\  y,  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus  de  ce  plan. 
Les  coordonnées  de  m ,  m' y  etc. ,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité ,  seront  X  -f-  r  cos  {y  —  V) , 
Y-f-rsin(^ — V),  Z-f-r^,  X  +  r^cos(i'' — V),  etc. 
Par  les  propriétés  de  ce  centre ,  on  aura  donc 

(M-f-2/w)X*+-mr  cos  ((;-V)-|-/wy  cos  (i^'-V)+etc.=o^ 
(M-f-S/?t)Y -fmr  sin  (t^-V)+7BV  sin  (i^'-V)-|-etc.=:o, 
(M'-f-2m)Z  H-  mrs  -|-  m  W  +  etc.  =  o. 

La  caractéristique  Z  devant  s'étendre  à  tous  les 
satellites. 

On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  Y,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  des  valeurs  de  r,  s^y  s  y  r',  \/y  s'y  etc.,  sup-!» 
posées  connues.  Or^  ces  quantités  dépendent  des  po^ 
sitions  des  satellites  entre  eux  et  par  rapport  au 
Soleil.  La  simple  configuration  des  satellites  d'une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à  chaque  îns^ 
tant  ses  perturbations  dans  l'orbite  qu'elle  décrirait 
«ans  l'action  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  périadlT 
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ques^  et  Ton  voit  en  outre  que  les  masses  des  sa- 
tellites étant  en  général  très  petites,  relativement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84-  L'action  des  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles;  elle  peut 
même  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes, comme  cela  paraît  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  lorsqu'elle  s'est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à  celles  des  planètes ,  il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  appro- 
ché de  la  Terre ,  aurait  altéré  la  durée  de  l'année  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu'elle  a  traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n'a  eu  lieu  ;  et  comme 
l'observation  n^a  indiqué  jusqu'ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité 
proyenant  de  pareille  cause,  on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  tbut-à- 
fait  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l'immensité 
des  siècles  quelqu'une  d'entre  elles  venait  à  rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite,  ne  cau- 
serait très  probablement  dans  la  matche  de  ces  astre& 
que  de  faibles  altérations. 


/ 
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CHAPITRE  IX. 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde^ 

85.  Nous  ayons  nommé  plan  insfariable  du  système 
du  monde ,  un  plan  qui  a  la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à  lui-même ,  quels  que  soient  les 
changemens  qu'éprouvent  les  excentricités  et  les  po- 
sitions des  orbites  planétaires  par  TefTet  des  varia-^ 
lions  séculaires.  Nous  avons  démontré,  n**  79 ,  livre  II, 
rinvariabilité  de  ce  plan,  en  ayant  même  égard  au 
carré  de  la  force  perturbatrice,  et  l'on  a  pu  voir,, 
n®  55 ,  qu'en  efiet  ce  résultat  se  vérifie  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens  des  orbites  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  dépendantes  des  termes  qui 
pl'oduisent  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  pla- 
nètes. Nous  ajouterons  encore  quelques  mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  sur- 
jet dans  difTérens  endroits  de  cet  ouvrage* 

Considérons  généralement  un  système  de  corps 
m ,  m!^  etc. ,  réagissant  les  uns  sur  Içs  autres  d'une 
manière  quelconque ,  et  qui  ne  sont  soumis  à  l'action 
d'aucune  force  étrangère.  En  nommant  dm  l'un  des 
élémens  de  ttz  ,  et  x,  y,  z ,  ses  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires rapportées  au  centre  de  gravité  du  sys-- 
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terne ,  par  la  propriété  de  la  conservation  des  aires ^ 
on  aura^  n®  aS,  livre  P'; 


•sp^^)''-  ==  '» 


^.S(^-^^^=^dm  =  f,        (,) 


2.S("^  -  ^d.y^  ^  j,, 


Les  intégrales  S  devant  s'étendre  à  la  niasse  entière 
de  771^  et  la  caractéristique  2  comprenant  toutes  les 
intégrales  semblables  relatives  à  m!,  ni\  etc. 

Les  trois  constantes  l^  ï^  Z%  déterminent  la  position 
d'un  plan  que  nous  appellerons  plan  majcimum  des 
aires,  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  avons, 
nommé  plus  spécialement  plan  invariable.  En  effets 
soit  O  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  xy,  et  II 
la  longitude  de  son  nœud  y  on  aura ,  n"*  ^3 ,  livre  P% 

taDg^sinn=:7  y:   tang^cosn==  j. 

Cela  posé ,  soit  Xy  y  y  Zf  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  mi  et  Ç*,  >),  0^  les  coordonnées  de  lelé-* 
ment  ^m  relatives  k  ce  centre^^  on  aura    • 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i), 
et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  gravité 
les  trois  intégrales  S . Ç't/m,  S.ndmy  S.^dm,  ainsi  que 
letirs  différences  relatives  au  temps  t  sont  nulles 
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d'elles-mêmes,  on  trouvera 

Ces  valeurs  se  composent,  comme  on  voit,  de  deux 
parties ,  l'une  relative  aux  aires  résultantes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  m,  m",  etc.,  sup- 
pose's  concentre's  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectifs, la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re- 
gardés comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m, 
m',  etc.,  à  Tun  d'entre  eux  M ,  pris  pour  centre  des 
mouvemens ,  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A),  n®  77,  livre  II; 
et  l'on  doit  remai'quer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu'introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  dépendans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n'est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable , 
11°  78,  livré  II,  on  a  négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  omission  8 
été  volontaire,  et  l'on  va  voir  qu^en  eflFet  elle  est  par* 
faitement  justifiée. 

86.  On  peut  donner  aux  équations  {n)  une  autre 
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Ibrme.  Ea  effet,  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  les  trois 
momens  d'inertie  du  corps  m  par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra- 
vite, par  Pfq,  r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes  axes ,  et  par  a,  b,  c,  les 
cosinus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  Taxe  des  coordonnées  œ^  on  aura 

S.^m  (^^^~^^)  =  Aa>  +  BA'î  +  CcV, 

rintégrale  S  devant  être  étendue  à  la  masse  entière 
du  corps  m.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des^z;  les 
équations  (^2)  deviendront  ainsi 

2.;„(î^î=£^)+2,(Aa>  +  B*'ç  +  Cc>)  =  /'A(3) 

^.m(^'^~^^^^^.{kap  +  -Rbq  +  Ccr)  =  Z^ 

Le  signe  2  devant  être  étendu  à  tous  les  corps 
agissans  du  système. 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  m,  m',  etc., 
étaient  parfaitement  sphériques,  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  Aû"p  -|-  ^b'q  +  Cc"r,  serait  constante  par 
elle-même,  n®  55,  livre  T',  quelle  que  fût  la  nature  de 
ces  corps;  son  introduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer  la  valeur  de  la 
constante  /,  il  en  serait  de  même  relativement  aux 
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quantités  analogues  qui  entrent  dans  Jes  deux  diW- 
nières  équations  (5).  Soit  donc  c,  c'y  c",  ce  que 
deviennent  alors  les  trois  constantes  /,  V,  V,  il  est 
clair  que  le  pUn  qui  en  résultera  et  qui  est  celui  que 
nous  avons  nommé  plan  ins^ariable  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  sera  tout  aussi  immuable 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lui  l'avantage  que  sa  position  sera  facile  à  détermi- 
ner, parce  qu'elle  ne  dépendra  que  des  données 
fournies  par  l'observation ,  taqdis  que  celle  du  plan 
maximum  des  aires  exigerait  qu'on  eût  déterminé 
d'abord  lôs  momens  d'inertie  A,  B,  C,  etc.,  de  toutes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n'est  donc  qu'à  raison  de  la  différence  qui  existe 
entre  la  figure  des  corps  célestes  et  celle  de  la  sphère , 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent, dans  les  seconds  termes  des  équations  (3),  de 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité ,  que  le  plan  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n*^  78  du  livre  II , 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  parallèle  à  lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais,  d'abord,  en 
étendant  à  tous  les  corps  célestes  ce  que  nous  avons 
démontré  relativement  à  la  Terre ,  n®  20  ,  livre  IV, 
leurs  pôles  de  rotation  étant  fixes  à  leur  surface ,  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  être  regardée  comme 
constante  quand  on  néglige  les  quantités  périodiques , 
si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n*  14,  qne  le  mou- 
vement de  rotation  de  m  s'effectue  autour  de  son 
troisième  axe  principal,   on   aura  />=  o,    q  =:o 
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et  r  =  fi>  9  en  désignant  par  ta  la  vitesse  an«- 
galaire  de  rotation.  Soit  donc  A  Fangle  que  forme 
l'axe  de  rotation  avec  Taxe  des  z ,  on  aura  simple- 
ment 

2.,»(f^Z:rJ:f^)  +  2.Cû)COsA=/.      (4) 

En  nommant  jea  et  v  les  angles  que  forme  respective- 
ment le  même  axe  avec  les  axes  des  y  et  des  Xy  les 
deux  dernières  équations  (  5  )  prendraient  une 
forme  semblable  ;  et  l'on  voit  par  conséquent  que 
si  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  affec- 
tés de  quelques  variations  séculaires ,  elles  ne  peu«- 
vent  provenir  que  de  la  variation  des  angles  A,  /et 
et  V. 

Or,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  Soleil.  Si 
les  angles  ?^ffiyV  étaient  sujets  à  quelque  inégalité 
séculaire  sensible ,  comme  le  moment  d'inertie  C  est 
très  grand  à  raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
leil ,  il  en  pourrait  résulter  dans  Qoù  cos  A  des  inéga-^ 
lités  susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  y  a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n'arrive  pas  dans  la  nature. 
En  effet ,  les  déplacemens  de  Téquateur  solaire  ré- 
sultant de  l'action  des  planètes ,  sont  d'abord  exces- 
sivement petits  comparés  à  ceux  des  équateurs  pla* 
nétaires  résultant  de  Faction  réciproque  du  Soleil 
sur  ces  corps.  Les  variations  des  angles  X,  fi^  v  se- 
raient donc  déjà  très  peu  considérables  par  cette  seule 
raison,  quelles  que  fussent  d'ailleurs  la  figure  et  la  cons- 
titution du  Soleil  ;  mais  comme  ces  variations  sont , 
en  outre  de  l'ordre^  l'aplatissement  du  Soleil ,  quantité 
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nécessairement  très  petite,  puisque  nous  axons  va 
qu'il  n'en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla~ 
nètes  aucune  inégalité  appréciable,  on  doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (3) 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  inal- 
térable en  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  So*- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat  dans  le 
n^  79  9  après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n'étaient  af-* 
fectées  d'aucune  inégalité  à  longue  période  dépen- 
dant de  l'ellipticité  du  sphéroïde  solaire^ 

Supposons*  maintenant  que  le  terme  Ccù  cos  A  se 
rapporte  aune  planète.  Il  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  équa- 
teurs  planétaires  changeant  sensiblement  avec --le 
temps ,  la  valeur  de  cos  A  sera  affectée  d'inégalités 
séculaires  qu'on  ne  pourra  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Ca>  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n'en  pourra  résulter  encore  dans  l'é- 
quation (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre,  que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo* 
lution.  Soit  D  le  demi-diamètre  de  l'équateur,  on 
aura  C  :=  |  mD ,  et  cette  valeur  sera  plus  grande 
qu'elle  ne  devrait  l'être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à  la 
surface ,  n*  46  >  livre  V;  le  second  membre  de  l'é- 
quation (4)  contiendra  donc  le  terme  f  ml)*ûù  cos  A , 
tû    étant  la   vitesse   angulaire   de    rotation    de    la 
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Terre,  et  A  Tobliquité  de  l'écliptique  en  supposant 
qu'on  prend  ce  plan  pour  celui  des  xy.  Or,  sî  l'on 
nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  So- 
Wl  et  71  sa  vitesse  moyenne  dans  son  mouvement 
annuel,  le  terme  relatif  à  la  Terre  dans  le  premier 
membre  de  la  ixkkiaïe,  équation  sera  ma^n,  La  durée 
de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  est  de  S65,a56 
d'où  Ton  tire  : 

î^=  565,256; 

le  rapport  de  a  à  D  est  de  25984  e^^viron ,  on  aura 
donc  ainsi  : 


•  mD*a» 


5 


ma^n 


• = 0,000000  25 . 


On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  n'introduit  dans  l'équation  (  4  )  que  des 
quantités  insensibles  relativement  à  celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation;  les  variations  de 
ces  quantités,  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici , 
seront  donc,  à  plus  forte  raison^  tout-à-fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  la 
constante  /  (^).  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les 

(*)  Si  Ton  ne  considère ,  pour  un  moment ,  que  la  Terre , 
et  qu'on  fasse  abstraction  des  autres  planètes,  le  plan  inva- 
riable deviendra  le  plan  même  de  re'cliptique  ;  et  si  Ton  flup- 
pose  que  l'obliquité  varie  de  5®,  il  est  aisé  de  voir  que  la  va- 
riation correspondante  de  la  quantité  G«  cos  a  ne  produirait 
pas  dans  Téquation  (4)  un  terme  qui  fût  la  cent-millionième 
partie  de  la  constante  /.  Il  s'ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  des  déplacemens  très  sensibles  dans  l'équateur 
terrestre ,  sont  absolument  impuissantes  à  produire  la  moindre 
altération  dans  la  position  de  l'écliptique. 

Tome  IIl.  32 
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plaaètes  à  raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensions 
comparées  à  celles,  des  ortûtes  qu'elles  décrivent  au- 
tour du  Soleil.  Il  suit  de  là  que  dans  la  dëtermina<^ 
tion  du  plan  invariable ,  on  peut  se  dispenser  <1'4^ 
voir  égard  à  Tellipticité  du  Soleil  et  des  planètes ,  et 
que  ce  plan  est  immuable  comme  il  le  serait  st  tous 
les  corps  célestes  formaient  des  points  massifs  placés 
à  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Quant  aux  satellites^  leurs  masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à  celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équatidUs  (3) 
de  la  considération  de  leurs  mouvemens  datis  leurs 
orbites,  peuvent  à  tous  égards  être  regardés  comme 
insensibles. 

L'action  des  étoiles  sur  le  système  solaire  pour- 
rait donc  seule  altérer  à  la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable;  mais  comme  on  l'a  vu,  si  cette  influence 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  n'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  de  siècles  qu'ils  pourraient 
se  manifester. 

•  Concluons  donc  enfin  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable ,  telle  que  nous  Tavons  présentée  d'après 
Laplace,  dans  le  n*  79  du  livre  II,  ne  laisse  rien  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  l'exactitude  ;  la  rigueur,  des, 
formules  et  des  raison nemens  sur  lesquek  elle  est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d'entrer  dans  les  développémens  précédens,  pour 
réduire  à  leur  valeur  les  objections  que  l'on  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie,  sans  lesap- 
pujer  d'aucune  discussion  sérieuse.  Lorsqu'on  ap- 
plique l'analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  faire 
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entrer  en  considération  les  dispositions  particulières 
à  notre  sjrgtènae  plantaire  ^  qm  laodifient  ces  phé^ 
nomènes  à  l'infini ,  on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  tpujours  sans  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu'on  prétend  se  passer  du  secours  du 
calcul,  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain,  on 
tombé  le  plus  souvent  dans  d'inévitables  erreurs. 
C'est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
rintrddù<itîôti  dfe  cet  ouVràgè  ries  inëthode^ synthéti- 
ques sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
vèloppetnend  lés  j^bétiômëni^s  qui  vééullent  ^e  k  loi 
de  la  gravitatiôti  ;  Nev^lon  lui-même  s'y  trôrf*^*^  iél 
la  plus  profonde  analyse  est  le  setil  guide  ittfàilliMe 
dahs  là  savante  théorie  du  mécanisme  dès  cîèttx.     ' 


<  * 


>  >  i 


«  ,   • , 


>    i-  ;''.     f 


»        t 


f    .V   '\     . 


.  ;  •   ^  *  < 


:  t 


•     ' 


:x2 


•  • 


34o  THÉORIE  ANALYTIQUE 


Tî"  '  -  '  '     T  ,■  L  ■  1   ■   ■     ■■^j  1     ■!  1  _-  L  '       ■■     L'-i  t_^*.J^       ■        .    -,       ...  I  -         .  J     .  1  ..j.   ^1. 


CHAPITRE  X. 


Masses  et  élérfiens  des  orbites  des  planètes. 


I^OustalloQS  réunir  dans  ce  chapitce les  valeurs. des 
difTérjentes  quaatitëa  qui  entc^nt  dans  les  formules 
prëcëdeotes  >  et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales ,  Mercure^  Vé- 
nus, la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l'observation  ,  ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à  l'observation. 

Masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité. 


87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l'observation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  celles  qui  sont 
accompagnées  de  satellites ,  comme  on  Ta  vu  n*^  28, 
livre  II,  soit  en  comparant  les  inégalités  qu'elles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur^action  mutuelle  ,  déduites  de  Tobser- 
vation^  à  ces  mêmes  inégalités  calculées  par  les  for- 


J 
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mules  de  la  tHéorie4:Les  inégalités  séailair^  seraient 
celles  qui  présenteiraieQt  pour  cet  objet  les  données 
les  plus  exactes ,  mais  elles  oe  sont  p^s  encore  assez 
bien  connues  en  ce  moment ^  pour  qu'on  puisse  les 
employer  à  cet  usage  ;  on  y  supplée  en  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  &istant  concourir  k 
leur  détermioation  un  grand  nombre  d'observatio&s 
que  Ton  combine  entre  elles  de  manière  à  en  tirer  les 
résultats  les  plus  probables.  C'est  par  la  réunion  de 
ce8i  moyens  qu'on  a  déterminé  les  valeurs  suivantes , 
qui  nous  .semUent  les  plus  exactes  qu'on  ait  obtenues 
jusqu'ici  des  masses  planétaires. 

Mercure m    =  «, 

1909706 

V^^^^ "^    =4^' 

La  Terre.... m''  =  ^5^, 

M^^ ^''=;6^' 


ï 


Jupiter m 


Saturne m^  s=s  i^^-  , 


1053,924' 

35  la 
I 


Uranus 91'*  ;=  ■ q- 

'  La  plus  importante  de  ces  masses  par  sa  grandeur, 
et  par  conséquent  par  son  influeùce  sur  les  perturba- 
tions des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jupi- 
ter. La  valeur  .précédente  diffère  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n*  28,  et  que  Ton  a  déterminée 
au  moyen  des  élongations  du  quatrième  satellite  de 
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cëtfé  {)tan(ète.  Depâis  ^fil^lqtied  années ,  le  calcul  de^ 
pértÉftbatidnâ  4^^  planètes  secondaires  Pallas,  Junon, 
Yesikh  et  Cérèi;>  semblaient  indiquer  que  cette  mâSse 
avait  besoin  dp  ooi^rectiDii'y  et  faisaient  désirer  de 
nouvelles  db^ervatiotis  des  ëlongations  des  satelHtes 
de  Jupiter,  d'où  dë^nd  ta  ^termiijation  exacte  de 
leur  dislance  moyenne  au  centime  dé  la  planète.  En 
eflet ,  celles  dotit  àti  avait  feit  usage  jusqu'ici  sont 
dueë'li  Pôtlnd/  à^rbnorne  contemporain  de  Nevrton, 
et  eiicére  ne'  les  connàtt-^ti  que  par  leurd  résultats 
rapportés  dans  la  troisièfne  partie  dû  livre  des  Prin»- 
cipes.  Aujourd'hui  que  nous  possédons  des  instrii-r 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travail.  M.  Airy,^ 
dont  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler^  V^  en- 
trepris ;  îl  a  fait  à  l'Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  d'ob^rvations ,  et  par  leuT  comparai- 
son aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
Laplaçç,  i]  a  déterminé  la  distance  moyenne  du  qua- 
trième satellite  au  centre  de  Jupiter,,  qu'il  a  trouvée 
égale  à>  0.01257977.  Ou  aura  donc  en  prenant  pour 
unité  la^dÎBtance  qsoyenne  de  la  Terre  au  Soleil ,  et 
conservant  les  notations  du  n*  ^5  du  second  livre  : 


a 


log    a'  =  8.0996728, 

log  T  :;=  2.56a5977, 

Ces  valeurs  substituées  dans  l'équation   (m)  du 
même  numéro  donnent  "jg-oL  pour  la  masse  de 
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Jiipitehy  ou  plus  exactement  pour  la  somme  des 
masses  de  la  planète  et  de  is6n  quatrième  satellite  , 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  unité.  Cette  ya^ 
leur  s'accorde  d'ilne  manière  Sîitisfaisànte  avec  celle 
qui  résulte  des  perturbations  des  petites  planètes. 
£n  effet  y  Nicolaly  par  le  calcul  des  inégalités  pro- 
duites par  Taction  de  Jupiter  sur  Junoh  pendant  un 
temps  donnée  a  copclu  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — =^ 7.  Enclte  a  déduit  des   perturbations   de 

1053,934  ^ 

Vesta   la    valeur    — ^ pour  cette  même  quan- 

titéy  et  Gauss  a  trouvé  la  même  valeur ,  ou  une 
valeur  à  très  peu  prçs  la  mémç  ps^r  le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,  comme  pu  la  vu 
n*"  75 1  Encke  a  déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  sçrvi  à  déterpiinev  le  coefficient  constant 
qui  exprime  la  résistance  de  lether  à  Tunité  de  dis- 
taucei  sur  la  compte  périodique  de  18 19^  une  masse 

exprimée  par  la  fraction  — ft— j-  Tout  concourt  donc 

à  démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  ,  et  qui  a  été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  Nev^ton ,  a  besoin  de  corrections ,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  choisir  entre  les  valeurs  précéden*- 
.  te^.  Quoique  la  méthode  fondée  sur  l'observation 
des  élongations  des  satellites  soit  la  plus  directe  et 
selon  nous  la  plus  exacte  que  Ton  puisse  employer 
pour  déterminer  la  masse  de  Jupiter ,  cependant 
comme  les  observations  de  M.  Airj  peuvent  netre 
point  exemptes  de  quelques  légères  erreurs  j^  et  qu'il 
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annonce  l'intention  de  les  renouveler  dans  des  cir- 
constances plus  favorables  à  ce  genre  de  recherches  ^ 
dans  les  années  i834^  i835  et  i836,  nous  avons  cru 
devoir  y  en  attendant,,  admettre  la  masse  déduite 
des  perturbations  de  Junon,  parce  que  c'est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d'ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap- 
portées ,  fait  que  si  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n'en  seraient  que  faiblement 
affectés. 

Les  niasses  de  Saturne  et  d'Uranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à  celle  qui 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux  planètes^  parce  que,  vu  leur 
extrême  difficulté ,  les  observations  de  ces  élonga- 
tions sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  celles 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter^ 

déterminée  de  la  même  manière  ,  serait  de =, 

'  1070,0' 

valeur  qui  diffère  peu  de  celle  que  l'on  déduit  des 
observations  de  Pound  y  n^  28  >  livre  II ,  mais  qui 
ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résultats 
des  perturbations  des  petites  planètes,  ou  avec  la 
valeur  qui  insulte  des  nouvelles  observations  de 
M.  Airj.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 
Saturne  et  d'Uranus  ,  données  par  M.  Bouvard,  ont 
également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astroDome  s'occupe  en  ce  moment  pour  cet  objet 
d'une  nouvelle  révision  des  équations  fondamentales 
de  ses  tables. 

La  masse  de  la  Terre  a  été  déterminée  par  la  for- 
mule (h)  du  n^  28,  livre  II,  dans  laquelle  on  a 
supposé 

l  =  6564551", 
g  =  9^,8 1645, 
log  sîn  P  =  log  sin  8",6o  =  5,5 1 95564- 

Ces  valeurs ,  qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 

qui   sont   rapportées   dans    le    numéro  cité  ,    ont 

donné  : 

I 


m 


356353,6' 


Quant  aux  masses  de  Mercure  et  de  Mars ,  lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n'était  pas  encore 
suflSsamment  connue,  on  les  avait  déduites  d'une 
hypothèse  empirique  sur  la  loi  de  leur  densité.  On 
avait  observé,  en  comparant  les  masses  de  la  Terre*, 
Jupiter  et  Saturne  à  leur  volume ,  que  les  «densités 
de  ces  trois  planètes  sont  à  très  peu  près  en  raison 
inverse  de  leui^  moyennes  distances  au  Soleil  ;  et , 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  trois  plapètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  facile  d'en  con- 
clure leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè- 
tres, qui  sont  donnés  en  effet  par  l'observation.  Mais 
l'arbitraire  de  celte  hypothèse,  qui  s'écarte  beaucoup, 
comme  on  sait ,  de  l'exactitude  relativement  à  Vénus 
et  à  Uraniis,  joint  à  la  difficulté  que  présente  l'ob- 
servation des  diamètres  planétaires,  laissait   beau- 
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ooop  d'inoeTtitnde  dans  cette  déterminatioii  ^  et  il 
était  à  désirer  qu'on  fixât  lès  niasses  de  ces  deux  pla* 
nètes  par  des  moyens  plus  directs.  C'est  ce  qu  a  fait 
Delanabre  relativement  à  Mars  ,  ilont  il  a  déterminé 
la  masse  p^r  les  effets  qu'elle  produit  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre.  La  comparaison  d'un  très  grand 
nombre  d'observations  du  Soleil ,  faites  par  Bradley 
et  Maskeline  ,  aux  formules  des  perturbations  four- 
nies par  la  théorie ,  lui  a  donné  -^Tgô —  pour  la  va- 
leur de  cette  masse.  Mais  Bessel,  après  avoir  discuté 
de  nouveau  les  observations  employées  par  Delàmbre> 

a  jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à   ^      ~ , 

et  c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à  la 
m^sse  de  Mercure ,  on  a  conservé  cel}e  qui  résiste  de 
l'hypothèse  précédente  sur  la  loi  de  densité  des  pla- 
nètes^ tout  en  réconnaissant  son  incertitude;  mais 
on  doit  observer  que  la  petitesse  de  cette  masse  fait 
que  son  incorrection  ne  peut  avoir  aucune  iiifluence 
sensible'sur  la  détermination  des  inégalités  planétaires. 
En  nommante  et  a' les  distances  moyennes  respectives 
de  Mérctire  et  Jupiter  au  Soleil  ^  D  et  D' leurs  diamè- 
tres fin  et  m/  leurs  masses ,  oh  aura ,  selon  l'hypothèse 

précédente,  pour  la  masse  de  Mercure  m  =  -jy^  m'. 

En  supposant,  d'après  les  observations,  les  diamètres 
moyens  d^  Mercure  et  Jupiter  vus  à  la  moyenne  dis- 
tlKnce  de  la  Terre  au  Soleil  respectivement  de  ai",6o 
et  62G,''o4^  en  substituant  ensuite  à  la  place  de  a  et  a 
les  valeurs  que  nous  donnerons  plus  bas,  on  trouve. 


w 
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d'après  la  ruasse  adopté?  pr^Qdenitn^nt  pour  /upi-^ 
t«ri  4«  vole^  de  m  q-w  nous  4vons  rapport^?. 

Aixm  donc  les  y^leur^  des  masses  planétaireç  que 
nous  aVohs  adoptées  >  telles  dç  la  T^rre  et  Mercure 
exceptées  f  résultent  dç  H  cppiparaison  des  observa- 
tîonsfaux  forniiUes  analytiques  des  perturbations  ^  qt 
ell^fl  ^nt  toutes  déterâiinées  par  conséquent  dVnç 
niauîère  uniforme  çt  sya^étrique.  Les  inasses  de  Jut 
piter  ^t  dé  SâtOmi^ ,  dout,  l'effet  çst  si  cqusidérable 
sur  1^  inégalités  de$.  pUnètes ,  laissent  encpre  quql*' 
(|ue  wcéirtitud^  ;  de,  nouvelles  observations  dçs  é|oa* 
gâtions  de  leurs  sat^Uite^  permettront  bientôf  ,  sans 
dcmte  f.  de  déterminer  ciçs  iuas$e$  avec  plus  4'?xacti- 
ludp' qu'on  qe  Ta  fait  jusq^i'ici ,  et  l'accord  des  va- 
Ifiufs  donnera  pat  deis  métbodi^s  si  différentes  eu  ^era 
la  plus  ^ûre  vérific^tioii. 

88.  Nous  avons  douué  danp  le  chapitre  Y  du  Uv^e  ^l 
les  formules  qui  servent  à  déduire  des  observa- 
tian^  les  élémeus  des  orbite»  plauétairesv  Ou  pewt 
en  .général  regarder  les  éléo^em  ainsi  obtenus»  comine 
une  approximation  qu'on  rendra  de  plus  en  ^us 
exacte  à  mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombre  d'ol^ervations  ;  et  développera  les  diverses 
inégalités  dont  les  mouvemens  planétaires  sont  affec- 
tés. lÀ  meilleur  moyen  d'y  parvenir  est  de  com^arer^, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  pour  la  correctidû  des. 
raass^sr ,  tin  très  grand  nombre  d'observations  choi- 
sies à  C6^t  effet  faux  'longitudes  et  aux  latitudes 
déduites  des  tables  plahétaires  calculées  avec  lés  élé- 
mens  de  l'orbite  relatifs  à  la  première  approxima- 
tion. En  donnant  ensuite  à  ces  élémens  une  correc-^ 
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tion  indëteraiinëe,  qu'on  supposera  assez»  petite  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
première  y  on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l'expression  de  la  longitude  et  de  la  lati  - 
tude  aux  différences  que  l'on  a  trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'observa- 
tions employées  ;  en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés ,  on  obtiendra  les  va«* 
leurs  des  indéterminées  qu'elles  renferment ,  qui  sa- 
tisfont le  mieux  à  l'ensemble  des  observations.  A 
l'aide  de  ces  données  ,  ou  corrigera  les  premiers  élé- 
*  mens  des  orbites  ^  et  l'on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet , 
dansPétat  actuel  de  l'Astronomie  ^  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  C'est  de  cette  manière 
qu'on  a  trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

Moyens  mous^emens  sidéraux  des  planètes  pour 
Mme  armée  julienne  de  365  jours  ^j  ou  valeurs 
dexïf  n%  etc. 

Mercure n    =  55a54i6",79 

Vénus n'   s=s  2106641 ,  5^ 

La  Terre n"  =s  1295977 ,  55 

Mars nf"  =     689051 ,  12 

Jupiter 71'^:=     109256,  29 

Saturne ri"   =       4^996, 72 

Uranus 71"=^       15424  f  54 

Lorsqu'on  emploiera  les  valeurs  précédentes  poui: 
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n^  n\  etc.,  le  temps  /  désignera  Imteryalle  écoulé 
depuis  rinètant  que  Ton  a  cboîsi  pour  époque  expri- 
mée en  aïinées  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 
De  là  y  en  preqant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil  pour  unité  ,  et  en  observant  que  les 
temps  des  révolutions  des  planètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens ,  dans  le  même 
espace  de  temps ,  on  a  conclu  par  la  troisième  loi  de 
Kepler  y  n®  .  2  >  livre.  II ,  les  distances  moyennes 
suivantes  des  planètes,  au  Soleil. 

Distancii^  nioyermes  des  planâtes  au  Sùleil ,  ou  demi-^ 

grands  axes  de  leurs  orbites. 

Mercure a     =  0^3879981:2 

Vénus a'   =  o^yaSSSaSo 

La  Terre . .  aH'  =  i^oooooooo 

Mars. a'"  =  i^SaSôgSSa 

Jupiter .'  a'^  =  5,aoi  i6636 

Saturne  ••.•:.•  c.  . .  à'   =  QySSySyogo 

Uranus 'a^'  =  19,  i853fo5oo 

Longitude  des  époques  en   1800  ,-  ou  valeurs  de , 


Mercure •  <    es  1 10"  i5'  17*^9 

Vénus •. .  •  é!   c=  i43«â6.52  ,  i 

La  Terre %  i"  -==  100. a5. 3:2 ,6 

Marst. . . .'. . . . .  e"^  =  33!i.49-5o>  5 

Jupiter  .. . .'. . .  fi^^'css    81 .5a.  tiO  y  3 

Saturne  ;.....«•  c^c>r=  i25^oS  «  agi ,  4 

Uranus  •. .« 6^'^=  i  ^5  r 5oj  «6-,  6 
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Rapports  des  excentricités  aux  inojennes  distances  , 
ou  valeurs  de  e ,  e',  etc.^  pour  i8op. 

Mercure e    =s  o,2o55 149 

Vénus é    =ïi  o,oô6855i 

La  Terre  ....  e"  =  o,oi685559 

Mars e'^  £=  0,0955061 

Jupiter  .....   e'*  =  0,0481621    ♦ 
Satui^ne  .....   é*    =  o,o56i5o5 
Uranus. .    ...   é^*   =  0,0466108 

Longitudes  des  périhélies  eh  1 8ôo ,  ou  t)aieurs  de 

(d\  ùû'y  etc. 

Mercure ....   A)     =  74**  3n'  4t"      ' 

Vehûô; û)'    =  128.45.  6 

Là  Tet*re V  =  99.29.55 

Mar&«..... .   »)"'  =  552.25.40 

Jiifïîtei».  ....&''«     II.   7.56^    >  ^ 

Sàttirde id^    =  89.   8.di>' 

tJranUs . . . . .  V'    =5  167.50.l24 

IliiclîhdiSùm  tks  ôt^bites  À  Péû^yif^«é  en^idi^j  ou 

valeurs  de  py  ^'^  etc. 

Mferouift  ......  .-xp   ♦=?:  7^00^,9'/  .!/ 


Vénus  l'k .. .  4 .' . 
La  Tejf^e.  *  * . . 

Jupiter  x*.  .i  « . . 


ip'    =5.25.29, 


jp"*  =  i.5o.  6, 
Uranue» .  ; . . .  j  ip»»  =      4jS. a^.i:  1 
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Longitudes  des  nœuds  ascendans  sur  VécUptique  de 

idoo^  ou  valeurs  de  (ty<K\  eic. 

Mercure.....   a    =  45*^57' Sg" 

Vénus...   -..   «'  =t=  74'52.39 

La  Terre....   a"  î=  o.oo.ctQ 

Mars «'''=:  4^*^^*^ 

Jupiter a'^  =  g8.25.4S 

Saturne a^  =  1 1 1 .  56 .   7 

liranus â(^'  =  72.59.31 

< 

Toutes  les  longitudes  qui  précèdent  sont  comptées 
à  partir  de  l'équinoxe  moyen  du  printemps  de  1800^ 
en  prenant  pour  époque  le.  minuit  qui  sépare  le  5i 
décembre  1799  du  i*""  janvier  1800.  On  doit  se  pap»- 
peler  encore  que  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n''  a,4>^î^^^ ''^^  '^  longitude  du  périhélie  est  égale  à 
la  distance  du  périhélie  au  nœud,  augmentée  de  la 
Ipngitude  du  nœud  à  Finstant  que  l'on  a  choisi  pom* 
époque. 

L'action  mutuelle  des  planètes  fait  varier  ifaseasi^ 
bl^m^nt  les.  élémeus  de  leurs  orbites  et  altère  à  la 
longue  f  par  conséquent ,  les  valeurs  précédentes  ; 
nous  déterminerons  plus  loin  ces  altérations. 

D  après  la  théorie  des  variations  séculaires^  l^i 
moyens  mouvemens  n^  n\  etc.,  ainsi  que  les  derni-^ 
gr&inds  axes  a  y  a! y  etc.,  qui  s'en  déduisent,  devraient 
être  invariables^  et  l'on  devrait,  par  conséquent, 
retrouver  dans  tous  les  siècles  les  mêmes  valeurs  pour 
c^  quantités.  Mais  tious  remarqoerom  que  Idi^u'ob 
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déduit  des  observations  ]es  longitudes  moyennes 
«^  -4-  €,  »'^  +  e',  etc.,  les  termes  nt ,  n'ty  etc. ,  qui 
croissent  avec  le  temps,  contiennent,  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen ,  une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  l'expression  de  la  longitude  des  époques 
€fif  etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  et  nous  en  donnerons  plus  loin  l'expression. 
Il  résulte  delà  que  les  valeurs  de  n,  n'y  etc.,  qui  pré- 
cèdent, ainsi  que  celles  de  a,  a' ,  etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations ,  et  sans  qu'on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques, ne  sont  pas  rigoureusement  constantes,  et  sont 
sujettes  à  quelques  légères  variations  dépendantes  de 
l'action  mutuelle  des  planètes.  Au  reste,  les  valeurs 
que«  nous  avons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées,  et  nous  les  avons  conservées  à  cause 
des  nombreuses  quantités  déjà  déterminées  par  M.  Bou- 
vard ,  auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires ,  et  dont  il  eût  fallu 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  depuis  quelques  altérations ,  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d'exposer,  que  parce  que  les 
nonveUes  tables  astronomiques  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  plus  de  précision.  On  trouvera  à  la 
fio  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ;  les  dijQTéren- 
ces  qu'elles  offrent  avec  celles  qui  précèdent  ne  sont 
p«s  de  nature  à  altérer  d'une  manière  sensible .  les 
résultais  qui  en   sont  dédikils. 

A  l'aide  des  valeurs  {Nréoédeoles  àeUf  a',  etc. ,  et 
dasL ,  foi:mulef  données  t  dans  le  ndbapitre  II  y  on  f  cal- 
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4bT  ai,f  ai,? 

Iog«   ^=9.0885469,  log«-5i-=8.7394738,  log«-^=8.376aa3», 

4(-^=8.oo4g6iS,       • -^-c=7.636ai38  ; 

rf.if  «/**f  d'hf 

log  «•-3^  =9-  SgBgSai ,  log««-2^=9.a63a798,  log«»-^  =9. 5a5io35, 

a.*f  *if  **f 

«•-j-^=a9 .  4433705,      **-25-  =9.2538373,     **-3;^  =  9*  o<y3a852  ; 

é^iV  «"'f  «»< 

log ««-j—sso. 4910738,  log«»-2~-=9.5o3aa2a,  log«»-2jj-=9.5oo39o8, 

*'-2^=9' 577^9^5; 
(o)  <0  0) 

l0g&3      =0.4581591,      l0g&3       =0.1975730,      logéj      ==9,8736804^ 

»  st  ft 

fs)  (0  CO 

aV  =9.5a4oaao,         ft^     =9.1868688,  bV   =8.78787125 

»  •  î 

log  A     *   =0 .  3935042 ,  log  A    *    =  0 .  0738837 . 

Mercure  et  Mars. 

A  =;-»  =  o.354o53i3, 
log  «  =  9*40493470 } 

on  a  conclu  de  là 

(•> 

log  ^^  i.  =  o.3o8oiooa, 


(0 
iogi_^  i  =  9«4oï3775o  — , 


et  ensuite 


(•)  (<)  (•) 

log  *i  =  o.3o8a44a,     log*^  =  9*4i^744^'     »og  ^l     =  8.6969375, 
?                                           A  i 

O)  (4)  C*)  ' 

&,  =8.0330878,  &J.  =7.3675433,  fti    â=6.68xa4i3^ 


^ 
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<•)  (o  (*) 

dbi  dbj^  dhi^ 

log«-^~-eD7.746i5io,  log4 -^=8.8744317»  log«-^s=  7.9911178» 

ét-^=a6.88892îi4i 

d^hf  d^h'^  rf.4'> 

^^«•*-dïr==7-75i564oJogi^-^==6.9784iaa,lo^^ 

log  hT  =  o.3o64558,    log  4'^  =  9.3533647,    log^J*^  =  8.3ai8883. 
»  »  » 

Mercure  et  Saturne^ 


«  s*  ~  s=  o*o4o58547> 
Jog«  ==  8.608370675 

d'où  Ton  a  conclu 

(•> 

log  5_  I  ï=:  0.3oi2o88ty 

(0 

log  h^  1  zst  8.6082811  —, 

ensuite 

(«)  <o  (o 

log  &i     =  o.3oiao87,    log  &i     =  8.6o8633o,    log  5i     =  7.0930887, 

0) 
61     =  5.63oa4<»î 

€?&i^  dh\_  db\ 

log  »'**^--as7. 3175594»  logA— ^-==8.6091695,  log«i*-^s=7.393i335,> 

« -^-s=6. 0^75555  j 

d<^  rf-^f  d^bf 

^***""A^-^'7-^"^4^^'  *®8*'-3?-=^-  Ï797734,  log*«-^=7.38a8i94f 

(o)  (i)  (a) 

logijt     ssE  o.3oa64o6,    logé^    =9.0868340,    log  ^3     =7.7939517- 

*  »  a 


5Ç 
f 

'■■S 
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log  &I  =;  8.4593473,     logfti     =8.3o34i;»i,    log&,     »  8.i54G6i4, 
î  ï  î 

b\  =s  8.0169498,     &^   =  7.8968017; 


db) 


dbV 


^r> 


log*  "2^  ==0.0751629,  log«-2^  =o.ai58a53,  log« -^-^-ïso.  175^600^ 


* -^=0.0995809, 

db\ 
* -^=9.7974307, 


ci^î^> 


«  -T~  =0.0077835, 


*r 


.9061077, 


--i-=9. 6846536,        «  ^==9.5677588, 


(10) 


00 
db] 


^=9.44699»8,       «-2^Œ9.3ai496a,       * -^  =9- 189«>95, 


00 


«  -^==9:045048»,      — ^=8.8784«74  ; 


d»*r 


d^hv 


J.C 


log  «•-j^=o.6o&i888,  log«t'    .  *   =0.5955340,  log  *'—^  =0.651078», 


.*<') 


d-b] 


d.i<« 


.A« 


d'b\ 


»*-— =o.&j93i$i,      «»-j^  =0.678070»,      ••-JT"  =0.6548893, 


.*<») 


d'b\ 


d'b? 


■j^  =o56io666,      •'-j^  =0.4991904, 


«•-j-î-=o.6i3i433, 

«•-^rjf-=o43iii84,     «•-^^-=0.3586043,      «'      *  .■=o.a8Sio98, 


J'iV* 


d'b'r 


00 
d*b\  ' 


wr^ 


«•       *  ■.=o.ai54436,     a».      *    =0.1563565  ; 


1 


d^bV 


d'bV 


d'tï> 


log»'-^-^  =i.33o47ao,  log»»-^;^  =i.3366oi7,  log«>-2;j-=i.349gog3. 


da* 
d'b? 

I 1 


d^b^> 


d^b? 


=1.3765018,       *»-5;j|-  =1.3996850,       n'-j-f- =51 .4264694, 
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d'où  l'on  a  conclu 


1     .<">  «  ..     ^ 

(I) 
ïog  i^  1^  =  g.i43i836— , 


ensuite 


log&/    =  o.3o3i48i,    log  iV^  =  9.1464133,    log  *?^  =  8a65o365, 

-    A  A  a 

(')  (4)  (f) 

^j^     =7,8393765,  *^      =6.3144999,  *,       =  5.4116197, 

»  »  â 

dbV  dbV  db}^ 

log «-2^=8.3960146,  log*-^  =9-1537757,  log  «-^  =  8.4696673, 

*-^  =7«7o88843,        *-3^  =6.93937 13  î 

**r  rf**r^  rf.^?^ 

*''^*'"S^=®-^'*^^^'  '""^"'"a^  =7-7995i87.  log*«^=  8.483807a, 

*•  ^=8-01397495 

(9)  <>)  (1) 

logea     =0.3300913,     lo^b^     =9.6363687,     iog&3     =  8.8753738, 
»  ft  ft 


Vénus  et  Saturne. 


«  =  ^  =  0.07583790, 

log  «=  8.87988655 


d'où  l'on  a  conclu 


log    &__!     =    0.3016543, 

(0 

log  *_  1  =  8.8795737  — , 


1 

\ 
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a.^r  d^V  dnf 

logAi — î-=8.oi98i63,  log*»-2^=8.3io3335,  log«» -2^=8. 0036373; 
logè^  =r  0.3377508,    logW    =  9- 79' 7348»    'og*a    =  9-ï7o84»4, 


ft^*^  =  8.5110675. 


La  Terre  et  Saturne. 

«  =  —-=:  o.io4845aoy 
log  A  =  9.0305486  ; 

d'où  Ton  a  conclu 

log  5^ 2.   =^  0.3033348, 

&    1  =  9.0199505— 9 

""  "S 

et  par  suite 

loc6?^  =  o.3o333o3,    log&i    =9.0333583,    logij^    =7.9181510, 
fc^*^  =  6.85^ia6,  h^^  =  5.8301358; 

dfcj_  dbi_  dbx^ 

log rt--^  =8.0474891,  log*-g^  =9.0359593,  \o%A~^  =8.3311887, 

«  -g^  =7-39674aa;; 

a.^r  ^-^r  ^-^î' 

log«.-g-5-=8.o57îi4a9,  log««-jj^7 -4333738,  log*»-^  =7. 11347379 î 
logiî^  =  o.3ir8336,    ^^%H    =95066998,    log&s     =  8.6a3oii4. 

La  Terre  et  Uranus. 


a" 


a  =  —  =  0.05313866, 
log  «  =:  8.7170766  j 


:'.' 

K 
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rf-fcf  d'bf  d^bf 

Jog  «*-2jï-=9-o6oa959,  log««-^-j-  =8.8337i85,  log  **-^  =  g.aoSvgai, 

I  ««-jj-i- =9.0335699,      ...jji- =8.7i8ao97  ; 

I  rf<>  d'if  d'bf' 

log  «'-j^  =8.8007300,  log«»-2jj|- =8.97756a3,log.««-^-=  8.8t)43845, 

è  •' -^=9.1384314; 

(0)  (i)  (*) 

logoi    =  o.388a367,    logis     =0.0171193,    lojii^    =9.5759876, 

f  »  •  » 

6^         =    9.IO7OI3I; 

^A^^  ^7^'^  ^i:<'> 

dbi  dbi  dbi 

^°**'"^  =0.0093919,  logA-^  =o.i485a62,  Iog«  -^  r=9.9{346o3. 

Mars  et  Saturne. 

*  =  ^  =  <>-ï5975i87, 
log«  =  9.20344597  j 

d'où  l'on  a  conclu 

(9) 

log^^j^  =  o.3o37965, 

""  ft 

(') 
logft^  ^  =  9.ao2o538— ,  # 

et  par  suite 

(^)  (<)  (*) 

log^i     =  o.3o383ï9,    1«>8*>     =  9-*07^487>    'og^i      =  8.a8œi36, 

*l  =  7-4i"ï44f    K  =6,5566643,    *i*^  =c  6.7144136 f 

»  ft  ft       -  • 

^^  ^r  ^î->  ^ 

*^^*"13f"~^*^'9^'*^'  log  « -^=9.2160695,  Iog« -^=8.59îi33ûo, 


/ 


HbT  ab'^ 


'«-3J-=7-89i33i5,   «-^^  =7- 1607899; 


1 


f   >   « 


1 
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d  où  Ton  a  conclu 


log  ^_  i  =  0.3327780, 
log  b^  I  =  g.  7195076  — , 


et  par  suite 


(•)  <o  C*) 

log  &i     =  o,3385o3i,  log&i     ss  9.7928401,  log^ji^    ^^  Q^^^ioo^^ 

%  %  • 

61   =  9.0717901,  hi      s  8.75144959  ^JL  =  8.444^0^9 

ï  •  A 

(<)  (T)  (*> 

ht     =  8.144091^^»  ^t     c=  7.8480711,  bt     =  7.5543316, 

»  ï  ¥ 

(9)  <>•}  (*t> 

&,^  =:  7.a566ii4,  &i  s  6.9361113,  5,  a  6.5o8i6o3; 

»  •  ï 

(O  (0  (>> 

log* -^=9.6444847»  *«g«^=9-907«356,  log «-2^=9. 7800748/ 

O  0)  (0 

db%^  dbg^  db^^ 

«-^==9.5979148,  «-^=9*3930107,  «-^=9.1755349, 

abi  ^^L  db^ 

*-jï-=8.95oi83i,  «-—=8.7190065,  «-^=8.4861615,' 

(9)  (!•) 

HbT  db\   ' 


a  -^I.=8.i56i54i,  «  -^-=8.0433959  ; 

a-ir'  a.i<;>                     rf.*« 

lo««»-^;5-=9-93«97"fl<»««*-2^=9-8*»îi34,log««-2Ï.  =0.019969$ 

*5?>  d'bf                            d.4« 

«*-5;^=».<ai5i«7,  «•-jjr- =9-949789»,      ««-jX  =9.8354851, 

d'b?  d'b?                           rf.i?> 

*'-Â^=9-^*'<8,  «•-jjA.  =9.5318879,      «.-jj^  s^3544S66 


I ï 


,1591611^ 
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fib^:^  d»bf  i.6V> 

I»g*«-2Ty-  aso.a939<îoo,  ios<^-^^  s=o.3i98»3^  io^*i-2^'^-3t9iior, 

d.Af  d^bf  rf.i«> 

••-jjr  =o.399oia7,      «»-j;r  =  o.44i«8ooj     ««^^^  =<»43i5b4o, 

.    «»-g-î-=o.38^435,      «'-gj^  =0.1975474,      a»-^;^  =0.190697^, 


iog«<-2-^  =0.8719478,  iog«<-^  =0.8706088.  iog««  ^^  ■^0.8873149, 


•^*4  '^^  '^      ^    rf*4 '^ •"       "^k4 

«4-^--?-=i.0909^3ay      <t4      V  =s|  «0109005  i 

logit*-^^  :sii.5568463,  log«>-j-|- si.S6oa8io,  log«<-j.!^3i.565iia»/. 


^         .    '    * 


jsft?^  rf  w:> 


=1.5786049^     ^^""3;^  «i5T.fiijé6^5^     *st-^l— =1^299408^. 


«t»-y^=i.643384i; 

lo^  ^3     =  o^6393a58»    iogi^    =  0.5031767,  lôg&a    =  o.3i85ô8ô, 

(»)                                   CO        '  <*> 

i^     ss  0.1134955,            ^3.     =9.8943626,  b^     =9<^^4^^> 


s 


% 


(6)  (7)  (■)       . 

fcs  =9.4371619,  &s  =9.2008490,  ^2  '  i7.8.9^iC;4&^ 

ft  a  A 

«  es  =«.7317660^;        ' 


ft 


f. 


log«  -j^  =0^034,145,  log  <t  -~-  =0.9196346,  ^ogi»^  .^^■.  =  9^^iQj3tf 
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''"«•'■3Sr-='-4S805(rf,  ««♦•^='.45o6îa7,  los-»-^  =  <,44aS8i*, 

8''"3;^=»'*9°567,  log*'-^=3..  .9.087,  lo|«.-^=3,ti8489o, 

à'f  d^bf  ^.i^P 

•'■5;^=?;"'5'4'4,      *i-j^=»,(.79577i,      «•-jj^=a,o3368&iî 

"'  -Jijir^,' -9695490  j  , 

•  •FufàterH  precnus. 

it>e»  =  9.43317733; 
'où  l'on  a  conclu 

I(^  i_  1  =  0.3c)8g757, 
log  *_  i  =  g.4391303  — 

t  par  suite 

ï*^    =  0.3093807,    logSi'  =  9.4455513,    U^b*^  =  8.755t58i, 

b^    =  8.1098811,        iV*  =  7.4854133,         6?*  =  6.8711565, 

i^  =  6.a678354;  .  , 
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(o)  (1)  (a) 

dbj^  db  i  dbj_ 

|og«—i- =8.9036095,  iog*-^  =9.4704249,  log«—^t=  9.0709966, 

db^  dbj^  '  dbi^ 

«-2^=8.5957359,        *-~- =8.0952766,        *— ^  =  7.690988a, 

^  rf.^f  à^b';>  d^i^ 

log««-^-l-=8. 9747981,  log««-2-î-=8. 7906193,  Iog««-^~-=9.i953399, 

d^bf 
**-5;~=8.990799i  ; 

dnf  dnf  d^bf 

log«»-2-î-=:8.6763994,  log*»-2-j-=8.8447846,  log«».2ir==^-5^4^4^î 

(0>  <i)  (a) 

log&3       =0.3759946,      logis       =  9.97*5705,      \0%bA^      =9,4985660,. 
A  ft  a 


*ii      =  8-9967743. 


Saturne  et  Uranus. 

«  =  J^  =  0.49719638, 

log  «  =:  9.69652803  i 


d'où  Ton  a  conclu 


log  b^  \_  =  0.3974903, 
log  i^ i  =  9.6824310—, 


ensuite 


(o)                                                         (1)  (»)* 

log  il,  .=  o.33i3i39,    logi^.     =  9-74i944S>  log&j^    =9.3187163, 

sa? 

iV^  =  8.9386898,     b^!^  =  8.5787493,  i?^  =  8.2301934, 

(0>                                                         <7)  («> 

è^  s=  7.888067Î,           bi     =  7.5467977.,  il      =s  7. 1894903 1 

A-                                                         »•  7 
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(o)  (1)  («) 

db  I  dbi^  dbi_ 

log«  -^=9.5309837,  log*-^=9.8344534,  log*  ^==9.67385aa, 

O)  0)  (') 

db\^  db%^  dpi^ 

«  ^=9.4546038,        4t  -2^=9.ai  13386,        *"3^=  8.9550935, 

(6)  (7> 

<(*i  dbV 

«-^=8.691)805,        A  ~^=8.4a6o33o  ^ 

rf.*f  rf'il'^  d.4'> 

log  A*-^  =9-  7^»o4o,  log««-^^s=9.6^79!i7!i,  log»»-^;-^-  =9. 869053», 

d^b^^  ^  d^b'^  d^b^P 

*«-2-j^aa9.85«63aa,      «*-2^=9.75o6945,     ««-g-^ =9.6016^37  î 

*--j^  =9.4313955  ; 
d^b^P  dH\^  d^b^^ 


]og«)-j-|-so.o34oi73,  log<i^    ,  *  =0.0708710,  logA^-j-Y"  =o.o6388(S3, 

«•-^==0.  i65a8îw,      it«-2^=o.ao3i493,      «>-2Ï-=o.i  736498  j 

(•)  <>>  (1) 

jQg&2    =s  0.574 i36i,    log^s     =0.4061981,    log&2    =0.1848201, 
*  "5  » 

4'^  =  9.9405688,  ft?^  =  9-6835549,  iï^  =  9.4185433, 

^A^"^  ^j;^'>  ^r<^> 

dbn  qbi  db% 

'***  *  "IC"™^*^^^^''  Iog«-2^-esso.5563a47,  log  * -^=0.3911789, 
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on  trouvera  ainsi 


la^a"]    =- 


(i  +  «t»)  ^    1  -h  -«ti    1  I 
,fl       = —- — ^- . 


E3 


a(i  — *')• 


Lorsque  les  quantités  [a ,  a']  et  a,  ^'  seront  dé- 
terminées, on  en  cpnclura  les  valeurs  de  [a',  d]  et 
ra',rï|  au  moyen  des  équations  suivantes,  données 
n°'  65  et  69,  livre  II, 


m'y  a*  m'y  a'     


On  pourrait  d'ailleurs  calculer  directement  les 
quantités  [a,  a']  et  \a^(J'\  par  les  formules  sui- 
vantes, n"'  53  et  63,  livre  II, 

En  substituant  à  la  place  de  A^^^,  A^*^  et  de  leurs 
différences  leurs  valeurs  en  fonction  des  l}^?^  h^?  et 

de   leurs  différences,  quantités    dont    nous  avons 
donné  les  expressions  numériques  dans  le  chapitre 

précédent,  les  fonctions  [a,  a']  et  ra,^'!  se  trouve- 
ront exprimées  au  moyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du  n"  74  du  livre  II  on 
substituait  de  même  à  la  place  de  (a,  a')  et  de  (^^  a'/ 
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leurs  valeurs  précédentes,  on  exprimerait  également 

les  quantités  (aya'\  fa,a'^,  etc.,  en  fonction  de 
b\  f  b\;  mais  il  est  plus  simple,  pour  les  calculs 

a  3 

numériques,  d'exprimer  ces  valeurs  en  fonction  des 

quantités  M*^,  è?\  etc.  En  négligeant  les  puissances 

des  excentricités  supérieures  à  la  seconde,  on  a, 
n*  n^ ,  livre  II , 


d%      I         df  dF 

-7-  =  -^  one  —, la^n  -7^ . 

at       ^         de  da 


Ou  a,  B9  53,  livre  II, 

La  fonction  (/>' — /^)*  +  (?'— '  j)*  est  le  carré  de 
rinclinaison  de  l'orbite  de  w!  sur  m  ;  cette  inclinaison 
est  constante  lorsqu'on  ne  considère  que  l'action  mu- 
tuelle de  ces  deux  planètes  :  sa  variation  est  donc 
nulle,  et  celte  fonction  ne  produit,  par  conséquent , 
dans  l'expression  de  S'i^  y  que  des  termes  proportion- 
nels au  temps  ^,  que  l'on  peut  négliger  puisqu'ils  se 
confondent  avec  le  moyen  mouvement  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  moyenne.  En  substituant 

.  dF         dV  n  .  n  dt 

donc  pour  ^  et  ^lei;irs  valeurs  dans  t-,  on  aura, 
comme  dans  le  n"^  74  du  livre^  H , 
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En  supposant  ici 

/ -A  .  .«'AO 

/ 7v        m'/i  f     ,  ^A(0   .       ,  rf» A(»)  ^       ,  </»A(*)  \ 

(iiffO.=-r  C"^  -rfT  ■♦-^^  -S.— +»«*-5ïî-> 

Si  Ton  substitae  dans  ces  expressions ,  à  la  place 
de  A^'^  -j- ,  --jT-f  ^^^'f  1^^"^  valeurs  n®  24,  elles 
se  trouveront  exprimées  en  fonction  de  b^l^ ,  5V^ ,  et 

de  leurs  diilerences  relatives  à  ce. 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent ,  on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (i  +  ft), 
(  I  +  jbc')  9  etc. ,  sont  des  coefBciens  indéterminés , 
par  lesquels  on  a  multiplié  respectivement  les  masses 
de  Mercure,  Vénus,  etc. ,  que  nous  avons  adop- 
tées, afin  de  pouvoir  corriger  immédiatement  ces 
résultats  à  mesure  que  les  observations  feront  con-- 
naître  plus  exactement  les  valeurs  des  masses  pla- 
nétaires. 


la,    a']  =  (!+/)  a*',9io335,  [a,  a'"]  =  (i  +  /  )  i',S^ooS6, 

[II,   «T  =  (i  4-  /«''  )  0^188868,  CëZZ]  =  (»•♦-/*'')  o'A'iJQoS, 

[a,  a*']  =  (i  -f.  /*•  )  o",oa7984,  [a,  a"']  =  (!+/«*')  o'',oo88i4, 

[fl,  ««▼]  =  (i  +  /t*«0  i*,595i53,  [a,g'^]  =  (i  +  /«'^)  0*148157, 

[a,    flv]  =  (i  -f  /«v)  o",o77o59,  [g,  a^]  =  (i  4- A*^  )  o*,oo39o8^ 

[a,  a'-]  =  (1  -h  iuv«)  o",ooi85a,  [ïî^]  ==  («  +  iU»0o",QOOo45, 


"l 

w. 

"1 

L«', 

afj 

[«', 

a"2 

C-', 

«T] 

[«', 

a"] 

[«'. 

«] 

i:«'. 

<I 

[*% 

«•] 

la',. 

o'*l 

K 

«»J 

t"»,. 

I"] 

t«-. 

«] 

C*»'. 

<1 

L^, 

«^ 

[a'. 

a"] 

["", 

flT] 
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[«", 

«] 

ta". 

<l 

-a", 

<1 

[fi". 

«T 
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«"] 

I'". 
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=  (i+  A*)  o",447993, 
=  (i-»./*'0  6",86oiia, 
=  (i+/«*)o",ioao48, 

=  (i  +  A*^)  o",i9836o. 
=  (i  +f«^')o",oo474o, 

=  fi  H-  f«)  o^ioSSbô, 
«  (1+  /*')  5^,174037, 
=  (i  -f  Ae*)  o*,a982a8, 
=  (i+/««^)7V34655, 
=  (ï  +  /«^)  o*,325649, 
=  (i+iu^O  0V07723, 

=  (i  +  /«)  o*',oi9797, 
=  (I  +  /*^  0^,468978, 
=  (!-+- A*")  i",8i72i8, 
=  (i  +A*'0'4",59i3a4, 
=  (i  +/*^)  o*.6a9736, 
=  (i  +/«▼«)  oVi46a5, 

*=  ('  +  /«)  o*',oooa4o, 
=  0  -t"A«')  o*,oo4ogi, 
^O-hfiO  o^oo9Ia3, 
=  ('  +  f«*0  o*',oo3io5, 
=  (ï  +  A«^)  7',36728o, 
=  (i  +ft^*)  o*,io5aoa, 
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r^^    ^J    =  (i  +   A*)  o^a87865, 

r«'>  ^'^J  =  (i  +  f*'';  o",o587i7, 

[e^fl'J  =  (I +A«'0o^7a5377, 

[^ZZl]  =  ('  +  A*^)  o",oi8788, 

[£r^  =  (i+A*^')o>ooaa4, 

[?l-fj     =(!+/*)  0^049099, 

r^">  ^]    =  ('  +  A*0  4*,3o8oa7, 
[^Lf3    ==  (i  +/*•)  o*,aa93a6, 

[ZZfî]    =  0  +  A*0  o>4a58o, 
=  (i+A«^0o>oo5o4, 

=  (»  +  A*)  o'',oo6a35, 

=  (i  +  A«0  o",26985i, 

=  (i  -f-  Ml  i'',397369, 

(i  +A**^)  5^a84a9o, 

(1  +  itt^)  o'',ia5346, 

■  (i+i«^')o',ooi45i, 

(i  +  A*)  o",ooooaa, 
(i  +  A*0  0^000709, 
(i  +  m1  o'',ooai8a, 
0  +A«*)  o*,ooiia5, 
(i+A«*^)4',8i5454, 
(t  +  «▼')  o*,o353i9. 


[S] 
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£aT,  à]  =(i-*-   f*)  o>ooo29,  \a\    a\  =s  (i  +   f«)  o",oooooi, 

[flv,  a']  =  C  -f-  fiO  o*,ooo477,  \a\  a'^  =  (i  +  f/)  o",oooo45, 

[flv,  a"]  =  (I  H-i»")  o",ooio39,  [aS  a"]  =  (i  +  fc^  o",ooai36, 

[flv,  a"]  =  (i  4-iM")  ©",000330,  [fZ^]  =  (^  "'•/*'^  o*,oooo66, 

[flv,  flT.]    =  (i  4.^T.)  o*,386656,  [fïïfîO    =  (ï+M^O  o^îl3aa4I, 

[flvx^      H]  =  (l  +    f«)  O^jOOOOOa,  [fl^»,     al  =  (i  -f-  ^)  o^oooooo, 

Ca'S    «']  =  (ï-+"  /"«O  oVoooîi,  [fl^S  «/]  =  (i  +  ^')  o",oooooo, 

[flTi,   a"]  =  (i  +/*")  o>ooo89,  |"a^S  a"}    =  (i4-/«")  o>ooooi, 

[flvi,  a»]  —  (i  4-^«»)  o",ooooî8,  r^^S  fl*1  =s  ^H-ite*)  o%ooooo3, 

[flTi,  fliv]  —  (i  4-^«T)  o",93i3o5,  [a^'.a'^']  =  (i  +^'v)  o"^ia66i, 

[ûvi,   a']  =  (i+fiO  i">390990,  [a^'y  a^l   =  (i+f*')  o",835482. 

gi.  A  l'aide  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha- 
pitre VIII  du  livre  II,  on  a  obtenu  les  résultats  sui- 

vans,  dans  lesquels  ^  représente  le  mouvement  si- 

déral  en  longitude  du  {>érihélie  à  l'époque  de  idoo 
et  pendant  une  année  julienne  de  565^,25;  ^  est  la 
variation  de  l'excentricité  à  la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle  ;  ^  est  la  variation  an- 
nuelle de  rînclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique  fixe 
de  1 8oo .  -jT  1^  variation  annuelle  de  cette  même 

inclinaison  à  TécHptique  vraie  ;  -j-  est  le  mouvement 

annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  sur 
l'écliptique  fixe  de  i8oo,  et  -^  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  du  même  nœud  sur  l'écliptique  vraie. 
Enfin  ^  comme  nous  l'avons  dit,  /x,  fjL\  etc.,  repré- 
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sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles ]es  masses  planétaires,  ces  coefficiens  devant 
être  supposés  égaux  à  zéro  jusqu'à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  ezac^ 
titude.  1^ 

Mercure. 

^  =  4^8i5i46  -f-  a*,874oo8/  +  o*,ii5747if*''  +  o^<»88i4/u^ 

-f-  i*,5795i8/tt«^4- o',o76oa7/«^  +  o%ooi853/«t«, 

— -  =r  o",oo63a7  +  o*',oio4i7/*'  -I-  o*,oc3oa8fi*  —  o'jOOoSoS/»" 

—  o*,oo637i/««t4-  o*'ff>ooo56fây  -f»  o',oooooayn^*, 

•yî-  =  —  o%ii55a8  —  o^,o83394f^  —  o*,oooo3a^tt'  —  o'joagoa^»^ 

—  o*yOo3o65fi^  r-  o*,ooooi  ifi^* , 

^  ==  —  ^",2065^  —  i*,68ia7afi'  —  i%o«a435/t«*'  —  o'',oao69()tt' 

—  i',4i36a3/««^—  a*,o66934u^  —o*,ooi67  !/»▼», 

^'  =  +  o'',i74o77  H-  o',o64865/  -#-  o',ooo3oatt"'+  o'',o98978/*«t 

•f-  o'yOogSSofi^  -f-  o'',oooo3^^«, 

^'  W  —  6',()86635  —  o*,io35o6i«  --  3\8e63ig|«'  —  o^a88868fl•' 
—  0^09842%^— a'',ai4i3aa«v—o*,îia94fli^^—  o%ooa427/*v«. 

^  =  —  i'',956i72  —  4*,Oî0954^  —  5*,39778V  +  o'',834a8!Vif 
*  4-  6'',544997ju«^-f-o%07973^^  -f-  o*,oo3554fcTS 

^  =  —  o',ia3569  —  o^o4a73a^  —  o%o47oi4f«*'  —  o'jooaigau* 

—  o*,o3o959|u*^-H)*,ooo67%u^  4-  o*,ooooo7/«^% 

iL,  -s—  o*,ot546«  -h  o*,oa66o7/u  -f-  o*,oôr478/t*  —  oV38349/«i^ 

—  o*,oo5ao6ÎM^+  o*,ooooo2^^s 

ji'  Œ.-^  9',33i96o  +  o*,3fl479fi««  —  6*,86oiiV'  -  o»,o5a833/u^ 

—  a*,698iai/»«T-^*,o8aoifiiu^  —  o*,oo3e6î^T«, 

â 

.^B  -h  0*^047106  -h  oV«o4^#«  —  o*jOoa84îiM*^  -f  o*,oa6i47ft«^ 

-f- o*,oo334tfi^'^  o*,oooooi/«v«, 


—  o%oo$4i9^t4. 


La  Terre. 


M^^ 


'1 


=- =      ii-,i748i5  —  ©•,4385i3^    +  r,6454oV -f- o',8766ii>.» 

at 

H-  6",898oi4/«*^-f-  o',i86o9Q/tftV  +  o'',oo72oa^^«, 

i!^  =  —  o'',o9o338  —  o*,oo4!i86f«    +  0^1441^'  —  o'',oi9o4^'' 
at 

—  •o*,o8ioi|fi*^—  o',ooo4aguu^  -f-VsOoooaaifc^'. 

Mars. 

■  '.-  >-\  ...... 

tl^  =  -h  o%i88466  «1^  ol*,oonS4^    4^'o^ciD074W  -f  o'^oaogS&c" 
at 

^  Si  ^  t>',a95946  +  o*,oboo8^>«    —  o^,oi956i/  —  o*,!i58o53^" 
at 

"-      —  o*,oa4637/t«^  —  o^ooooôSft^», 


^  =  —  9*,e5i975r  -H  o",o56o54/*    -♦-  o'',3o483o^'  —  1^81721^' 


—  7%933ia4/*"^—  o"»ï5?47SK«'  —  o^oogoSSft^», 
î^  c=  —  0V19995  —  o*,ooo367/«    -h  o'jiaeoao/t*'  —  o^i3364afi"' 

—  o^jOi  ifigainS*.' ■r^\o*',oooo39fc»» , 

^  =  — aa*,a9i4o8  —  o',34o5a3iu    -  8",îi3aa7V  -  i*,8i7aiV' 

-- 0*';a98aâ*fc*^--ïi*,i43ia4ft'^-- o*',448o4s^^ 


Jupiter. 


i  '   I . 


^  a.     e'.SSiiSPo  +  0*^,000193^  -f.  V,€|o4a3Sk^  ^  o^^oogioy 

,     -^:o«ié»ooo6^*^^d(%a64494uT+ o*,oooe6o/u«' 

p^js?'»—  o''y074i33^  «f*  o*ïooooa3|^;^î4.'CJ*{,oooo99ii^ '»Ko*,eooo^7/»* 

—  o'i07494cy«^'H*  o\ooo6ic)^»«, 
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—  o",ooo34^''-4*  <S*»ft3o367/c^ —  0%049994/uv', 
î^''  =  —  o^aioSoS  —  o",oioo34t«  —  o^taa4l^'  —  o",oo7a87|«"' 

^^  =  -i3",64i48a  +  ©•,336i5oiu  - ia*,a44o6V  —  o^oogiaSf** 

Saturne. 

-p  =?      iG^jOîngSi  +  o"^oooQ^fA   -f-  o",ooo473^'  if-  o*,o^o999pi* 

•f-  o'',ooo37a»»-hi5'',i567Jii/u«^-t.  o",34778Qei^s 

--T-   :=  —  o",64oa5()  —  o",OOOOO0j(t«    4-  o'yQOOOOOf/  -f-  o*',oooooo/«" 

—  ©"jOGobofiJ»"'—  o^jôSoSSô/A'^-f»  o",oio6o3fi^", 

H-  o'^097i5Qfe«^H-  o",oo3a8a^*', 

-S—  =:  —  9"»' 37009  -f-  o",ooooo4/*  +  o",oooo4îft'  — :  o'',ooiâ3gyt**' 

—  o",oooaa3^"'—  8",84a369^»^—  o",a934a3^'», 

3^:1=  —  o%i4aii57  —  o>ii6o9^   -  o*,i84655/«'  —  oVo8573^* 

-t-  o'',o59454«'^H-  o*',oo3ai6^^», 

^=  — iS^.noiSiB  —  o",ii884ift  —  5",6i7953ft'  —  o'',ooio39^" 

—  oV96638iu*--ia*,4459i8f*«^—  o",3a5649/u^ 

Vràrùis'.  '  ' 

-T—  =  4-  a",4i55a7  +  o*,ooooo3^   ■+•  o",oooo4i/«'  -f-  o",oooo88fe" 

H-  o",oQoo33^*'4-  i",aa73o6/M'^4-  i^iSSoSC^r^ 

— —  =  —  o",o5i§8a  -^  o*'iOooooo/u    -^r  o",ooooo<y«'  —  o*  000000/4* 

4-  o^jOtoooocït**— *-o'(,oo6o33/««'—  o*',o45949|m^, 
-1—  SX  —  o",o47a6i  4*  o*,o6oooo/i   +  o",ooooo€f^  4-  ©"joooooo/** 

—  o",oo9i7|j^»v-i.  o%o38o8aft^, 

-^  =  4.  «",Ç06a^  4-  o",o«>ooi<i6»  4-  ©".^ooi^/  —  oVqoo8gi|/' 
•  ,     .  -,  ■        +  o*,oooo3:vu"  +  o"»49775V"+  »*.09835%m», 

ToMB  tu.  a5 
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•+•  o*,o6oi5^«^ —  o*',oa9i67/«v, 

^^  ss  — 33*,ï97370  -.  o'S8386a8f»  —  aa",69398i/«'  —  o^ooooSat*" 

—  o'',64i336^*— io*ft97o65/*«^+  i",a8f45af*^ 

—  o*',oo77a3ft^«. 

Les  formules  précédentes  ne  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  les  déplacemens  de  Téclip 
tique  ;  pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zero>  il  a  fallu  recourir  aux  formules  (9)  et  (10)  du 
n*  44  »  ^^"^^  ^^*  ^^  ^  supposé  ainsi 

p"  =  tang  ^"  sin  et!' ,     g"  =  tang  (p"  cos  x", 

et  Ton  a  déterminé  les  différences  -^ ,  -^  parles  for- 
mules (c)  du  n*  69  du  livre  IL  On  a  trouvé  ainsi 
pour  répoque  de  1 800  : 

^  =  +  ô^oSigSo  H-  o'',oo8838/«  -f-  0^080017^4'  +  oVo639a^* 

dt  '     m        t% 

—  o  ,oa3648iM*^—  o*',oo667o/«^  -♦■  o^jOoooSifi^*, 
îïï-  ss  —  o*)4^8566  ^  o*fùogi3gfA  —  o^jaçSggi/»'  —  o*,oo7ioi;/ 

al 

—  o*',i5967^«T—  o*  oi6563fi^  —  o'^ocoiooft^** 

On  aura  ensuite^  en  prenant  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  l'écliptique  de  1800,  et  en  nommant/  le 
nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  cette 
époque , 


//==.^u.iL^ 


9  --^  dt  ^  1.2   d^  • 

On  pourra  ne  considérer  que  la  première  puis- 
sance du  temps  dans  ces  formules  tant  que  t  ne 
dépassera  pas  3oo ,  et  Ton  pourra  rejeter  toutes  les 
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puissances  supérieures  à  la  seconde  lorsque  t  sera 
moindre  que  1200;  on  le  fait  même  relativement 
aux  observations  les  plus  anciennes  qui  nous  soient 
parvenues^  à  cause  de  leur  imperfection.  /)"  et  ç" 
étant  déterminés ,  on  en  déduira  ^"  et  a"  au  moyen 
des  équations  précédentes  ^  et  Ton  aura ,  par  con- 
séquent, la  position  de  lecliptique  vraie  par  rap- 
port à  l'écliptique  fixe. 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quan- 
tités y  et  g"  s'appliquerait  également  aux  varia- 
tions de   l'excentricité    et  du    périhélie  de   l'orbe 
terrestre^  et  à  celles  des  élémens  des  autres  pla- 
nètes.   Les    formules   précédentes   suffisent    donc , 
comme  on  l'a  dit  n**  64  9  livre  II ,  aux  besoins  actuels 
de  TAstronomie  ;  mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science   et  le  désir  de  compléter  sur  ce  point  la 
théorie  y  exigeaient  qu'on  déterminât  les  variations 
séculaires  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  des 
formules  qui  pussent  embrasser  à  la  fois  les  siècles 
passes  et  les  siècles  à  venir.  Pour  cela ,  il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  n®'  64 
et  69  du  livre  II,  et  nous  avons  vu  que  c'était  en  effet 
le  seul   moyen  de  résoudre  d'une  manière  rigou- 
reuse   l'importante   question    de    sa   stabilité.    Les 
masses  des  planètes  et  les  élémens  de  leurs  orbites 
sont  aujourd'hui  assez  bien  connus  pour  permettre 
celte  application  j  mais  les  calculs  qu'elle  exige  lors- 
que l'on  considère  à  la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d'une   excessive   longueur  :  M.   Eugène 
Bouvard  a  bien  voulu  m^aidèr  dans  ce  pénible  travail, 
et  voici  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu. 

a5.. 


^ 
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Au  moyen  des  valeurs  données  n»  go,  et  des^ 
formules  (q)  du  n"  64 ,  livre  II ,  on  a  formé  le» 
sept  ëquatiôiis  suivantes  : 

(A-  5",5o39a)M  +i",87oo9M'+  o^4aa9lM"■+o^oo88IM•^-o^t48l6M 

-f-  o*',oo39iM^-H>*,oooo5M^'=  o, 

pk— ir*,796oa)M'  -f.o*,a8787M -t-  5^,71  i9oM''-ho",o5872M"'-+-o'',7a538M«^ 

-h  o*',oi879M^-4-o*',oo6iàM*'=  oj 

(A--ia",9438i)M"  -H)",o49iolVI+  4",3o8o3M'-fo',aa933M*+i",68a8oM»^ 

+  o",o4î58M'^-fo",ooo5oM^'=o, 

(A— i7",54i69)M*-H)",oo6a4M+  o\^6QS5W-^i%^^3'3M"'h5\'iHiiQ^'^x 

-+.  o",ia535M'-H)Voi45Mvi=  o,  ^^^^ 

(A—  7",489o5)M«^-4-o",ooooàM-h  o^o6o7iM'+o",ooai8M''-H)*,ooii3M' 

+  4%8i546M^-4-o>353aM»'s.o, 

(A^i8",49366)M.v  Hho",oooooM4-  o>ooo5M'-fo*',oooi4M"-ho*,oooo7M' 

+1  i",8497oM''-ho",a3324iyi^'=  o, 

(A—  a",3a246}M^'-H>",oooooM-f-  o'',oooooM'+o",oooooM"-H)",oooooM' 

+  o",3f26GM«^-H>'',83548M^=o. 

On  a  éliminé  de  ces  équations,  par  lès  procédés 
ordinaires,  les  coefficiens  indéterminés  Mj  W, 
M^',  etc.,  et  l'on  est  parvenu  à  l'équation  du  sep- 
tième degré  qui  suit  : 

<iio6i53fc7  —  <),36i88^«  -f.  33,93319^'»—  i6o5,3584oA4  +  40879, i4655A"    » 

—  558i86,4oooofc»-f-  3785601,78880^—9837518,88888  =s  o.  i  (*) 

0 

On  a  résolu  cette  éiquation  par  les  méttiodes  d'ap- 
proximation connues;  et  en  nommant  h ^9  h,,  A,,  etc., 
ses  racines,  on  a  trouvé 

ho  =    3",7o686,  A4  =  i8",4890o, 

h,  =  3^,26007,  hs  =  17,11532, 

A.  =    7^63095,  he  =    i, 15404* 
A3  =    5,37920, 

Au  moyen  des  sept  équations  (a) ,  on  peut  ex- 
primer chacune  des  indélermîâéés  là  >  M',  M^,  ètfc. , 
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ça  fonction  de  Tune  ^elconque  d'entre  elles  et  dq 
rinconnue  h;  il  y  a  même  une  équation  de  plqs 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  effectuer  l'élimination ,  et 
Ton  en  profitera  pour  écarter  celles  de  ces  équa- 
tions dont  les  coefficiens  seraient  trop  petits;  les 
valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d^autant 
plus  exactes,  qu'ils  résultent  de  plus  grands  nom^ 
bres.  Mais  ce  qu'on  doit  surtout  éviter ,  pour  ne  pas 
parvenir  à  des  résultats  entièrement  fautifs,  ce  sont. 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peu  dif- 
férens  de  zéro.  Il  faudra  donc  diriger  dans  cette  yue 
Félimination  ;  en  substituant  ensuite  pour  h  les  va- 
leurs précédentes,  on  formera  autant  de  systèmes 
différens  de  quantités  M,  M',  M",  etc.  On  a  trouvé 
ainsi  : 


h 

M 

M' 

M" 

• 

M'v 

Mv                 M^' 

h. 

i,a67a7M^ 

o,864o2M'^ 

o,86396M'^ 

a,3io46M'][ 

1 ,8a3a8M* 

i,6o978M* 

h. 

OjOiiggM* 

-o,o835iM* 

p,i776aM* 

*                 * 

3.13098M' 

0,14469^7 

h» 

-7»fop?3M|^ 

6,87î|8iM* 

5,54863M'^ 

— 0,oa5ioM. 

1 

— o,oa667M 

■  o,o3o33M 

hz 

i9?..Ph3P^!I 

;9,99oaoWl'J 

^  «.SMgSvi* 

■--qjiooaSjMj 

-rO,o8^9Mj 

o,î^iM* 

^4 

— o,<)tK>46M"[ 

OyOïabSM - 

— 0|Ooa58M'J 

— o,o4âogMj 

^--4,S8884M^ 

x;l33«59M* 

fts 

o,oi348M 

— o,09669M'J 

— o,ooj65M, 

o,o9598Mj 

o,75a8oM^ 

--6,^r\iiM* 

ht 

o,6ai44M' 

o,70766Mg 

o,73i67M^ 

a,6oa93M'^ 

a,5i746M'  -43,'48o3M'^ 

Il  ne  s'agit  donc  phis^  que  de  déterminer  les  âëpt 
quantités  M» ,  M",-  etc. ,  et  les  sept  ^ronstantes  /,(^, , 
Z.,"elCk,  que  renfernvent  le&  valeurs  complètes  .de  à, 
^%ete.>  CyC-,  etc.,  iifté^^  JUvrelI.Poufccela^fonfe^é- 
lxient  à  ce  jqpae  nqi*s  jMOns  dit  nuï»^^^^^  ai 
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calculé,  d'après  les  ëlcmens  des  orbites  planétaires 
rapportés  n""  90 ,  pour  chacune  des  sept  planètes  prin- 
cipales les  quantités 

5  =  e  sin  «,     &'  =  e' sin  m*^  etc.,     c  r=  e  coi  »,     c*  -=>  ef  cos  m',  etc. , 

relatives  à  l'année  j8oo^  que  l'on  a  choisie  pour 
époque.  En  supposant  ensuite  ^  =  o  dans  les  ex- 
pressions de  h ^  h\  etc.,  c,  d y  etc. ,  n*  64,  livre  II, 
après  y  avoir  substitué  ces  valeurs ,  on  a  formé  entre 
les  quatorze  inconnues  Mo ,  M,,  etc.,  Z»,  Z, ,  etc., 
quatorze  équations,  qui  ont  suffi  pour  les  déterminer. 
On  a  trouvé  ainsi  : 


4» 

M    = 


0,018007, 
0,009^10, 
M*  =s  —  0,017048, 
M  =  —  o,ooo5o7, 
M  ==  —  0,011343, 
M*  =  0,074337, 
M^   =       0,000787, 


/o  =  390  9'  56% 
/,  =  191.47.55, 
1%  Bs  3o.5o.35, 
/}  s  ao5.43.i3, 
/4  =  a83.a3.i5, 
U  =    69.27.22, 

it  =  127.  i.4i< 


Si  l'on  substitue  maintenant  à  la  place  de  MT, 
MT,  etc. ,  leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent,  on 
aura  celles  des  quantités  Mo,  M.,  etc.,  M'o>  M', ,  etc. 
On  trouve  ainsi  : 


M»  =       0,022820, 

Mb  =:         0,000110, 

M.  =       0,127782, 
Ms  »  —  o,o55o94, 

M4  s=         0,000000, 

Ms  =       o,ooiooa, 


M^  =:  o,oi5558, 
M'^  =  —  0,000769, 
M'^  =  —  0,117171, 

M^  =  —  O,005o22, 

M  ==  «—  0,000187, 
M'  =  ^  0,007188, 


m:= 


Me  s  «-*  o,ooo458,      M^  =       OiOooSaa»^ 


o,oi5558, 
M'  =  o,  001636, 
M][  =  —  0,094596, 

M     =?:  —  0,0082049 

m''  =  0,000029, 
m"  c=  —  0,000128, 
o,oo^>539y 


m:= 
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Mr  = 

o,o4i6o6y 

M^  =  o,o3a833. 

My  =  -  0,018988, 

m:'  =  . 

"  0,009081, 

M^  =  o,oa8838. 

M^  =  —  o,oot333. 

m:'  = 

0,0004^x8, 

M^  =  0,000454, 

M^'  =3  —  o,ooo5i7. 

m;»  = 

o,oooo5i. 

M^  s=;  0,000045, 

Mj'  =  —  o,ooooS3, 

M-;  = 

0, 00048g, 

M][  =  o,o53o5o. 

M^'  »  -  0,018495, 

K  = 

0,007135, 

Mj  s=  0,055961, 

My  =  —  o,oa6io8. 

Mr  = 

0,001919, 

MJ  =s  o,ooi85S, 

M^  ;ss       o,o3aoS9. 

On  connaîtra  ainsi  les  yalenrs  de  toutes  les  cons* 
tantes  qui  entrent  dans  les  expression^  complètes 
des  variables  b,  c,  b',  c\  etc. ,  et  Ton  pourra,  par 
conséquent,  déterminer  les  valeurs  de  ces  quantités 
pour  un  temps  quelconque. 

U  résulte  donc  de  la  suite  d'opérations  dont  nous 
venons  d'indiquer  la  marche ,  i*«  que  les  racines  dç 
l'équation  {]))  sont  toutes  réelles  et  inégales ,  a*,  que 
les  coefficiens  Mo,  M.,  M^,  etc.^  sont  tous  de  très 
petites  quantités  du  même  ordre  que  les  excentricités , 
des  orbites  planétaires  à  Fépoque  de  1 800 ,  conditions 
nécessaires  et  également  indispensables,  pour  que 
les  orbites  de  toutes  les  planètes  ne  fassent  qu'osciller 
autour  d'un  étatïnoyen  dellipticité  qu'aucune  d'elles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet ,  la  première  condition  étant  remplie ,  les 
sommes  Mo+M,+M.-|-  etc.,  de  chacun  des  systèmes 
de  quantités  Mo,  M, ,  M^,,  etc.,  prises  avec  le  même 
signe,  sont  des  limites  que  les  excentricités  des  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre^  ^^% 
livre  II;  on  aura  donc  dans  tous  les  siècles  : 
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e   <o,M7ai6,    e'<o, 146366,     e"<o,ii5685,    «*<  0,131189, 
c«^<o,t)6o709,     €▼<  0,172037,    «'■-<  0,107546. 

Ces  limites  sont  encore  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure ,  Vénus ,  la 
Terre^  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle ,  et 
demeureront  toujours  à  très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourdliui. 

Si  l'on  compare  les  résultats  précédens  à  ceux 
qu'avait  obtenus  .  Lagrange  {Mémoires  de  Berlin  ^ 
1782),  en  séparant  l'ensemble  de  toutes  les  planètes 
en  deux  systèmes  différens,  l'un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus,  l'autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars ,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  s'accordent  suffisamment  bien 
entre  eux ,  malgré  les  changemens  qu'ont  subis  les 
masses  planétaires  employées  par  Lagrange;  ce  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu'on 
pourrait  introduire  clans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n'altéreront  pas  d\ine  manière  sensible  les  conclu^ 
siens  auxquelles  nous  sonimes  parvenus ,  et  que  les 
calculs  précédens,  comme  nous  l'avons  dit  n**  56, 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étSLUt  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitées  de  la  même  manière.    - 

En  supposant  dans  les  équations  (c)  n**  69,  livre  H, 


et  en  $ubstîmal:it  à  la  plaçç  4e3  quaiitif^s  re|^ése%Tt 
tées  par  [«,  a!],  [a,  â'H,  etÇf  >  î^urs  valeurs i  on  2^ 
formé  d'abord  les  sept  équations  suivantes  : 


{§•+>  5*,5o39a)N    -  a^9io34N'  — 

{g-Ma%9438i)]S"  —  o*',io35iN   - 

—  7",o3466N'w 

te+i7"»54i69)N'^-o>i98oN    ^ 

-^i4",59i3aN'^- 

(fi'+  7",489o5)N«^—  o",oooa4N  — 

(^i8",49366)N'  —  o",oooo3N  - 

T-  o%çoo33M*  - 

Os-r*-  îî',3aa465N^TrTî  o^aD<^ofl^<   - 

—  o",oooo3N*  — 


o",89i54N^  - 
o'',o77o6N^  — 

6",86oiiN"  - 
o",i9836N^ 

5',i74o4N'  - 
o'',3a5a5N^  - 

o",4«898N'  - 
o",62974]Nv  — 

o",oo4o9N'  — 
7",367^IÎ^^ 

o^ooo481N'  — 
i«",ia9x3N'TT- 

:  o%oopoi4N'  -ft 
o",93i3iN»^- 


o",oa798N*  l 
o",ooiSSN'^)       ' 

o^ioîoSN*  ) 


—  o"',oo474N^ 


T-^f-i 


o",*»98a31N*  ï     ^ 
o",oo77aN^»  i  ""^' 

o",oi463N^^i       7 
o",oo9i3]\''  1        I 


o",ie5ao]>î 

o",ooio3TV 
o",38^aj5NT 

i",3yo99TS 


o",ooio3TV"  V 
o'',oooP9]M"  \ 


Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  N',  N'*  etc.,  entre  elles,  et  si  Ton  é!î- 
xnine  toutes  ces  quantités ,  on  anra  une  équation  fi-* 
nale  qui  ne  contiendra  que  l'inconnue  g. 

Mais  d'abord  on  doit  observer  que  les  facteurs 
numériques  qui  multiplient  N  dans  la  première  des 
équations  précédentes,  N'  dans  la  seconde,  et  ainsi 
dé  suite ,  étant  égaux  respectivement  à  la  sommé  de 
tous  les  autres  coeffîcieiîa  de  la  même  équation ,  on 
satisfera  à  ces  équations  en  faisant  toutes  les  cons-^ 
tantes  N,  N^,  W*  etc.  /égales  entre  elles,  de  qui  donne 
^  =  0.  Il  suit  de  }h,  par  conséquent  que  Fune  des 
racines  de  Féquâtion  du  septième  degré  qui  résuftéra 
de  l'élimination  des  quaiitltés  N,  N'  etc. ,  étant  égalé 
j^  zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s'abaisser 


\ 


n 
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au  sixième  degré.  Ea  suivant  en  effet  les  j^rocédés 
ordinaires ,  on  est  parvenu  à  l'équation  suivante  « 

o,oii94é'*  **-  2,83i79,ç«  4-  a55,3o485^4  H-  io955,a58i5jg'  1     ^   ,  . 

-f-  330095,1841 5^*  +  aaa6i3i,9aai^+  76796a8,8i3ai  j        '  ^  ^ 

En  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  d*ap- 
proximation^  on  a  trouvé  pour  g  les  six  valeurs  sui- 
vantes f 

g  =  —  25^81967,  g^  =  —  7^o692l, 
g.=  —  18,98127,  g5  =  —  4^88242  , 
gs  =  —  i7,6o564,      gtf  =  —  ^,49896- 

Comme  ces  valeurs ,  et  par  conséquent  les  racines  de 
réquation  (e)  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en 
résulte  u?  69 ,  livre  II ,  que  les  expressions  des  va- 
riables/7, p\  etc.,  q,  q^,  etc.,  seront  composées 
d'une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  différens; 
mais  qu'elles  ne  contiendront  ni  exponentielles,  ni 
arcs  de  cercle. 

Si  Ton  substitue  successivement  à  la  place  de  g  les 
six  valeurs  précédentes  dans  les  formules  {d)  on 
formera  six  systèmes  d'équatiohs  au  moyen  desquel- 
les on  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan- 
tités N,  N'  etc.,  à  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
relativement  à  chacune  des  valeurs  de  g  qu'on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n'exige  que 
six  équations  dans  chaque  système ,  on  pourra  choi^ 
sir  celles  qui  doivent  conduire  aux  résultats  les 
plus  exacts;  on  a  trouvé  ainsi  : 


w 
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N 

W 

TS" 

jjor 

N.T 

W^ 

—  o,3aa85N^' 

—  o,i3648Ny 

— 3.66a95Ny 

—  ii,o5732Nj' 

+7,40069^;' 

-i8,4a73iN'' 

—  0,88981^^' 

+  o,77498N;' 

-5,ao4i7N^' 

+  6,044041s];' 

-o,ai835]Sy 

-f-  0,01978»;;" 

-f.  OjoSigSNj' 

—  o,i77i9Nj' 

+o,ii647N;' 

+  i,76o75N][' 

— o,oao6aNJ' 

+  o,oi4o4N!' 

1 
j— 34,,7oi3N^' 

+i3,68i9îïNJ' 

+i,59i53]s;;' 

-h  a,64583]Sy 

— o,o3i3aW][' 

—  o,oi6o6Ny 

i  — 84,ao75o]Nj' 

-  9,»«977N;' 

— 6,5345iNj' 

-  i,463o8Nj' 

-o,o4369N;' 

-  o,oa975Nj" 

j  —  o,a4i35NJ' 

-  o,i5777N;' 

-o,i4356]N;' 

« 

—  o,io9i3Nj' 

-o,o867o]N"J' 

^  0,07398»;* 

En  joignant  aux  valeurs  précédentes  celles  de 
N  =  N^',  N'  =  N^',  etc. ,  qui  se  rapportent  au  cas  ou 
g  =10,  et  en  les  substituant  (lans  les  équations  (d) 
du  n""  69  y  livre  II  ^  il  ne  restera  plus  d'indéterminées 
dans  ces  équations^  que  les  sept  quantités  Nr>  Nl% 
Ny,  etc.,  et  les  sept  arbitraires  l\,  /'„  T.,  etc.,  qui  sont 
les  constantes  introduites  par  l'intégration. 

On  les  déterminera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions, les  variables  p,  q,  p' ,  q'  etc.,  par  leurs  va- 
leur relatives  à  l'époque  de  1 800 ,  et  en  y  supposant 
^  =  o;  on  a  trouvé  ainsi, 


»▼'  =  0,0391776, 

/o  =  io3»ia'38'', 

Ny  =  o,ooi355i. 

/,  =;:  3oG.  9.5a, 

N^'  =  0,0088759, 

/,  s=    73.io.3i, 

W^'  =  o,oii33a9, 

/3  =    70.39.  7, 

Wy  =a  o,oo656i6. 

^4  =    6i.oo.5i, 

»!'  =  o,ooa56oi. 

/f  =  a7a.45.a1, 

N^*  =s  0,0173890, 

It  =  3o5.  7.5i. 

> 


En  multipliant  ces  valeurs  de  N;;',  Nr  etc.,  par 


lit" 
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les  «oeffietens  qtn  tenir  correspondent  dans  le  taMeao 
précédent  y  on  a  ti^ouvé^ 


N      s:      o,o!i9i7;;6, 

N' 

=  0,0191776, 

N" 

=      0,0291776, 

Ni      =i=  — 0,0004379, 

N' 

1 

e:— 0,0001845, 

K 

=  -0,0044219, 

N.    =--0,0078979, 

K 

=  +o,o5ia584, 

K 

=  —  0,0461920, 

Nj    2=-#-o,ooo36ig, 

K 

=  — o,ooaoo8i, 

K 

=  +  0,0018199, 

N4    =  —  0,0191895, 

K 

=  +  0,0076835, 

K 

=  +  0,0065096, 

Ws    =--o,ia34a55. 

K 

=  —  0,0237846, 

K 

:=  —  0,0167803, 

Nb     =—0,0041728, 

K 

=  —0,0027276, 

K 

=  —0,0024821^ 

N*  =     0^0391776, 

N.v 

=      0,0:^91776, 

N» 

=       0,0291776, 

3S' =-0,0149845, 

K 

=  +  0,0100291, 

K 

=— o,p2497t9> 

M^  =51  +  0,0536467, 

K 

=—0,0001938, 

• 

=+0,0001755, 

IVj  =  +  0,0199554, 

^n 

= — 0,0002337, 

«; 

=  +  0,0001591, 

N    =  +  0,0014859, 

N- 

= — 0,0000176, 

K 

=:  —0,00090909 

^'I  ==-7070035459, 

K 

—  7-0,0001119, 

K. 

p— 0,0009362, 

tW  g  =.-^  d,ooi8eû7, 

.î^r 

=  — .o,oojf397. 

K 

;^— o,oofSÇ9j: 

En  appliqt^ant  aux  inclinais.ons  ce  que  nous  avons 
dit  n®  65,  livre  II,  relativement  aux  excentricités,  on  en 
conclut  que  la  somme  de  tous^  les  coefficiens  N ,  N% 
N'^  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe ,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront.. pas  dépasser.  On  aura 
donc  relaljj?f  ïpent  ^  Mercure^  yéous,  la  Terre,  etc., 

tang  ^  <  0^1846633,  t«ng  ^'  <  o,nS8«l5i,  .  ..Uag  <p*.<  o,io68338, 
tang  4>''<  o,  1 248822 ,  tang  ^« ▼<  o,o4 1 2638,  tang  ^^  <  o,o558489, 
taqg^^9<  0,0^11  ji26. 


j 
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et  par  cohsé<!(tient 


i     ■  *  î 


if  <io-  'xi  45%    <!  <  60  39'  48*,    ♦'^  <  ()0  y  53",     ^^  <  7«  7»'  6% 

Ainsi  donc^  on  est  assuré  que  quelque  déplacement 
qu'éprouvent,  par  la  suite  des  siècles,  les  orbes  plané- 
taires fleurs  inclinaisons  au  plan  de  Técliptique  seroàt 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  plus  grand  de  ces  angles  ne  dépasse  guère 
10%  il  ^'ensuit  que  les  orbes  planétaires  resteront  tou- 
jours renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  câéstey 
dont  la  largeur  sera  à  péû  près  celle  du  zodiaque ,  et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  esl 
asstaréé  relativemefit  aux  îndihaisons  tomme  elle 
Test  par  rapport  aux  excentricités. 

Si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes ,  ainisi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  à  la  place 
des  quantités  qu'elle^  représentent  dstns  les  équations 
générales  (rf)  des  h'"'  64  et  69,  du  livre  It,  on  aura 
des  foripules  propres  à  détermine^  les  v^riation^. 
séculaires  dés  excentricités  et  des  périhélies,  des  in- 
clinaisons et  des  nœuds  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  id'ahnées  juliennes,  soit  à 
partir  de  1800,  soit  antérieures  à  cette  éppque^ 
étt  supposant  t  négatif.  Mais  dans  ceèi  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à  partir  cïe  Té- 
quinoîe  fixe  de  i8ooj  et  pour  avoir  des  formules 
relatives  aux  longitudes  comptées  lie  l'équindxe 
▼rai ,  il  faudra  les  augmenter  de  la  précession 
dû  équinmws  pendatit  l'ititerràUe'  ésmilé  dej^uis  l'é- 
quîhoxe  dé   i8ôô;  ëë  qttî  teviént  k  augmenter  de 


/ 
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5o'',2235o  les  valeurs  de  tous  les  coefficieus  h,  h^, 
h^f  etc,  f  gf  gi9  g%y  etc.,  qui  multiplient  t  sous  le 
sigae  sinus  ou  cosinus  (*).  En  faisant  donc  générale- 
ment A:  =  5o",2235oH-  hy  y*=5o",r8255o  -f-  g",  ce 
qui  donne 

*.  =  53",93o36,     A,  =  7a",48357,     A.  =  57*,85445,     *3  =  55'',6oa7o, 
A4;=68",7ia5o,    A$  =  67",3388a,    *6  =5a",478i4, 

/.  =5o",aa55o,    /,  =7e",o45i7,    /.  =69^0077,    /j  =67",83ii4, 
/4  =57'',îi947i,   y«  =55",io79a,    /s  r=5a'',72446, 

on  aura  pour  un  temps  t  quelconque^  à  partir  de 
1800  • 

Mercure. 

h    =o,oM8ao  «m(Aof-|-/»)-H>,oooiio  sin(Ai<+/i)-f«o,  H7732  sio(Araf-f^.) 

—  Oyo55o94  sin(Aïr-f'/3)-f"0, 000000  8in(A4{+/4)4*o,ooxooa  sin(Asi-f-/f) 

—  0,000458  8in(Ar6t+/6) , 

c    =  o,oaa8ao  cos{Ao«+Zo)-f-o,oooiio  co6(Aii-f-/,)-f-o,  12773a  cos(Aat-h/«) 

—  0,o55o94  C08(*3t-f"/3)-H>>0O000O  CO«(A4t-f./4^-fO,OOIOOa  C08(A5« -f-Zs) 

—  0,000458  C08(A6t-f-/6)  » 

p   r=  0,029178  sîn(/o«-f-/'o)— 0,000438  8in(/,«-f-^0—o>oo78ôSs>n(/««-M'.> 
-f-  o,ooo36asin(/3t-f-/'3)— 0,019189  8in(/4t+/' 4)— 0,123426  sm(/it-h/'5) 

—  0,004173  8in(/6<H-/'6), 

q    s=  0,0291 78c08(/o«+/'o)— 0,000438 cos(/,<+r,)—o,oo7898co8(/;«-f./'.) 
-i-  o,ooo362co8{/3t-H/'3)— 0,019189 C08(/4t-f^'4)—0,I234a6cO8(/jt+^«) 

—  o,oo4i73cos(/ee'i|-/'8). 

Vénus. 

y  =  o,oi5558  8fn(Aro£+/o) — 0,000769  8in(A,f4./,)-»-o,ii7i7j  sin(Aa{+/0 

—  o,oo5oaa  8hi(A3t+/3)-~OyOOoi37  8in(A4t+/4)— 0,007188  fm{kst'\-h) 
+  o,ooo522  8in(A6f+/6), 

c'  =  o,oi5558  cos(Ao«H-/o)— 0,000769  cos(A,«+/,)— 0,117171  cos(Aa<4-/.} 

—  o,oo5oa2  cos(A3«H-/3)— o,oooi37  cos(A4fH-/4)— 0,007188  cos(Af 1 4-/5) 

-f-  0,0005a2   2COS(A6t+^6}9 


.    (^)  Nous  adoptons  la  valeur  de  la  precession  qui  résulte  des 
derniers  calculs  de  Bessel ,  Connaissance  des  Tems  pour  i83i» 
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p*  as  0,029178  »in(/o««4-/'») — 0,000 1 85  8m^yi«-M',)-+-o,o5i258sîn(/ae-f-i',) 

—  Oj002oo8  8iii(/3«+/'3)-f-o,0O7684Mn(/4«-4-/'4) — o,033785siti(/st+r5) 

—  0,002728  8in(y6«-f^6), 

<f  =  0,029178  cos(/>ï+/'o)— ^,oooi85co«(/,«-hr,)+o,o5i258cof(/j«+/'.) 

—  0,002008  co8(/3«+/'jJ-ho,oo7684co»(/4tH-r4)— o,o23785co»(/««-f./'g) 

—  0,002728  C0§(y6t+/'6)4 

La  Terre. 


V*  =  o,oi5558  sin(Aot«l-/o) +0,001 636  nfi(A|/-f-/i)»o,o945g6  8in(A.t-f-/.) 

—  0,008204  sin(A3t-f'^3) +0,000029  sin(A4«-|-/ 4)— 0,000123  ftiD(As£+/ff) 
+  0,000539  8in(Ar6C+/6}, 

«•  ==  o,oi5558  cos(Ao«-4-/o)+o,ooi636  co8(A,«-4-/»)— ^0,094596  co8(As^-f>/«) 

—  0,003204   COS(Aî«-h/3)-|-0,000029  C08(A4f'-f-/4)— 0,000123  C08(Aj( -+•/«) 
H-  0,000539  C08(A6t+/6)y 

p*'  =  0,029178  sm(/o2+/'o)— 0,0044^2  8in(/'tt-f/i)— 0,0461 92sin(/i£-f-/^«} 
.  .  -4-  p,poi3 19 8in(/3«-f./' 3)4-0,006509  8in(/4«+/'4)— 0,016730  •>«> ( /*5«4-^8) 
-7-  0,002482  sin(y6«-|-/'6), 


^*  =  0,029l78c08(/oï+/'o^— OfOo44a2C08(/,«4-^i)— 0,046l92C08(/.*-f-2'.) 

-4-  o,ooi3i9C08(/3«-4-^5)+o>oo65o9co8{/4i+/'4)— o,oi673oco8(/5«4'^4) 

—  0,00248a  C08(^^t4-/^6). 

i 

Mars. 

6"=  0,018007  8in(Ao«+/o)4-o,oo92io  8În(Ai«-h/,)— 0,017048  8iii(A,«+Zj) 
-f-  o,ooo5o7  siii(A3f4-/3) — 0,01 1343  8iD(A4£+/4)4-o,074337  8m(Aft4-/«) 
4-  0,000737  8in(A6ï-f-A>), 

c"  =  0,018007  co8(Ao«-f-/p)-|-o,oo92io  co8(Afï+/i) — 0,017048  cos(Aat  4-/,) 

—  o,ooo5o7  cos(A3«-h/3) — o,oii343  eo8(A4ï-f-/4)-H),o74337  co8(A5t4-/f) 

4-  0,000787   C08(A6t+/8}, 

p^  ==0,029178  sinr/ot+r^)— 0,014985  8În(/.«4-^.)4.o,o536478În(/at-f  r.) 
4-  0,019955  8in(/3t4-Z' 3)4-0,001486  8in(/4«4./'4)— o,oo37468in(/««4./'5) 

—  0,001887  8in(y6t4-^'fl), 

4^  sz  0,029178  co8(/of+/'o)— 0,014985  co8(  /;t4-/'i)4-o,o53647co8(  /*.«+/',) 
4.  0,019955  cd8(/îf+./'3)4^,ooi486  cô8(/4«4^4)— o,oo3746co8(/5«4^,) 

—  0,001887  co8(/«t4^e). 
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Jupiter» 

ft'Tas  o,o4i6ô6  «in(A.«4'/o)— o,oo9oÔi  8iii(At«4-/,)+o,ooo4a8  8in(A.e  H-  /,) 

—  o,eooo5i  «n(*î<-f-i3)-fo,ooo46S  »Mi(*4«-t-^4+<i,oo7i35  mii(*5« -f- /,) 

««▼=  0,041606  co«(AotH-/o)— 0,009081  co8(A,t4-/,)4K>,ooo4a8  co8(*.«H-/,) 

—  o,oooo5i  co8(A3£+/3)+o,ooo489  co8(A:4f-f./4)«H>,oo7i35  co8(/t«rH-/4) 

4-  0,001919  C08(A6t+/8),     . 

p«v=:  0,039178  8in(/o«4-/'o)-fo,oiooa9sin{/,t+r,)— 0,000194  sinC/af+^j) 
i-  <S«>b©lS4  «w(.A«4T/S)-^,obottiRTriH(/4e-M'4)--o,oo©ii2siii(/5f-f.r4 

«/•▼=  0,029178  cos(/oï+/'o)-H),o  10019  co8(/,«4-^'.)— o,oooi94cosf/.t-f^/,) 

-T-  (\OQ0234cos{^f+/'g)-^,ooooi8co8(/4t+ff4).^>^ooon2co»(/sf^ 

—  <i»t>ot499<:<^«C/8<-f-^4)k 

Saturne^ 

éy  =  o,o3à833  8in(»of-f/o>H>,<5Ji8858  8În(^,«+/,)Hf-o,ooo454  sîn(À.f  -f-/.) 
-4-  0,000045  8in(Â:î«-f./3)-H),o5ao5o  8io(A:4«+./4)+o,o5596i  iinijcst  -f.  /,) 
^  4-  0,001 856  Ain(A:6«-M6), 

^  ^  Vx,ô3iBS3  cos(*«t-4^/o1-fJo^oi«858  côs(*,ïSf./,)4.6,oo6^54  cos^Jl.t  +/.) 
-t-  0,000045  co8(A:3«H-/3)+o,o5ao5o  cos(*4f 4-/4)4*0^055961  cos(*i«-f /,) 
-h  0,001 856  cosfAef'f^e)* 

;i^  =*  o>o^>788inC/o«+/'o)--o,oaft7^krii(/,«4./',)-H),oooi:68m(/.<+/'.) 
-1-  x),oooi59  8in(/3<+r3)--o,ooooo9siii(/4f-f./'4)— o,oooo'768iaf/5t+r5) 

—  0,091279  din(/6«+^'6),  :^ 

^  -è=  b,oâ9i78cAs(Jot+/'a)-^,oà497i  cb8f/,f4-^Ô-f  o,bôoi7l5cos(/.«-h/'.) 
4-  o,oo<rt59cos(  /'3«-h/^)~o,ooooo9co8(/4«-|.!>4Ko,oooo76cos(/5/4r  j) 

—  0,00 1 279  C0S{/6« -f/'ô)  . , 

tlrànUs. 

*''?=  0,028988  .«in(*o«-f^0--<^o«3a3  :8in(fe/+/v)^oi<KMï5i7  «n(*»£  4-  «^) 

.  —  o,oooo53  sin(A3  «4^)-o,oi  8fe5  >in(A:4^-hïf4)^Oj|OaP JOÇ  sin  (A,t  -4.  /«) 
+  0,082252  smCk^t-^U) , 

^r'==  0,028988  cos(A:,e4V<,)^^i333  co8(M+/,>-o,ooo$i5  coaQiA^i^ 

:  .  -  ^oooo5i  cos(A3tV3)--p,pi8495  cos(f 4'«+/4).^o;»^oa  CQ<*^e+/,) 
4- o,o32252  cos(A:«f4-^<i),  *  '  ,         * 
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pv«=s  o,oî9i78|im(/o«-Wc)-fo,ooi3558m(/,«-|-r,)+o,oo8876  «n(/,i+/- •) 
-f-  o,oi  i333«in(y3«-Hr3;-H),ooo56asiii{/4t+/'4)-|-o,ooa56o8În(^/5t+r5) 
4-  o,oi7!»898in(/6{+/^6),  ^ 

^▼«s=  o,o!i9i78cosf/ot-4-/'»)-fo,ooi355co«(/,«>4-/',)+o,oo8876co«(/.i-*-/',)   ' 
-t-  0,01  T333co8(/ît-f-^3)+o,ooo56aco«f/4t-M'4)-H>,ooa56oco8(jf5i  -M'») 
-h  0,0 17289  cos(/6/-M'e). 

Ces  valeurs  de  /i,  qy  p\  etc.,  se  rapportent  à  une 
écliptique  fixe  ;  il  sera  facile  d'en  conclure  les  va- 
leurs de  Pi^q^f  p,'f  etCt,  relatives  à  l'écliptique  vraie, 
au  moyen  des  formules 

Pr=p—P\ 9i=î— ?*>  Pé—P'—P^  î/=î  — î^  etc. 

La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
b  et  c,  et  de  j9  et  ^,  relatives  à  chaque  planète,  donnera 
la  valeur  de  Texcentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  à  l'écliptique  ;  le  quotient  des 
mêmes  expressions  divisées  l'une  par  l'autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

gS.  En  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n*  90 ,  et  en  ne  considérant  que  Faction  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a  trouvé 


(^^^\  =  —  (i  +  f*^)  26%58755, 
(âri^\  =  —  (  I  H-  fi^)  4 1  %o6555. 

U  est  inutile  d'avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qui  proviennent  de  l'action  des  autres  planètes,  parce 
qu'il  n'en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu- 
des vraies  que  des  inégalités  inappréciables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  (/?), 
ToMB  III.  26 
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n""  90  f  pour  déterminer  les  variations  séculaires  de  l^ 

longitude  de  l'époque  de  Jupiter^  on  aura  : 

Pour  Jupiter* 

Si  dans  cette  formule,  à  la  place  de  e'^^  é'yCù^^,  ûù^, 
on  substitue  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  va-- 
riations  »  qu'on  supprime  ensuite  tous  les  termes  qui 
après  l'intégration  seraient  simplement  proportioi^ 
nels  au  temps  t  ^  et  qui  se  confondent  avec  le  mojea 
mouvement  n^H  dans  l'expression  de  la  longitude 
moyenne ,  on  aura  : 

4-  =  —  aa",QQ37o£  ae»'  ^  ^  26^58735^  tus^  ~ 
—  e^'fe^ «  sin  (•▼  —  •«▼)  j* 

P}ous  avons  trouvé  v?  91^  ^n  âisaiit  abstraction 
des.  coTfectiona  àxnX  Iqs  masses  planétaires  soat  sus'* 
ceptibles  ; 

•Ç  :z;  0^365x35  ^      -^  =  ^  o?V64o259, 

on  a  d'aâteiira,  n""  88  : 

e*^  =  0,0481621 , 

é^  =s  o,o56i5o5, 

û>^  —  e»*^  =  78^  o*  44''. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

— ^  =5  0,00000068 jK68f; 


PL.*!.  A  _.-...  .A Ml^a^k^É^fc- 
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d\)it  Yùtt  tire  en  intégrant 

Cette  inégalité ,  qui  ne  s'élèverait  qu'à  quelques  waai**  ' 
lièmes  de  seconde  dan»  un  siècle^  est  insensible  re- 
lativenaent  aux  observations  les  plua  andlenne^  qui 
nous  soient  parvenues  ;  ou  peut  par  conséquent  la 
négliger. 

L'équation  (5)  du  n°  74  du  livre  II  donne»  en  ne 
eODsidérant  que  les  inégalités  séculaires , 


m 


j!,ir  ^  ^--  y^.  .^i 


\/a' 


!▼   t/v.lV 


■!▼ 


m" 


on  aura  donc  relativement  à  Saturne 

cTfi^  =  —  0,000001655901 1*. 

Cette  inégalité  peut  être  négligée  sans  erreur  sen- 
sible. Les  valeurs  précédentes  de  «Té'*  et  de  ^  diffè- 
rent de  celles  que  nous  avions  données  n*  75,  livre 
H,  tant  parce  que  celles-<â  se  rapportaient  à  Fépoque 
de  1 750  f  qu'à  cause  des  changemens  que  nous  avons 
fait  subir  aux  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Nous  n'avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 

Texpreasiou  de  -^ ,  parce  qu'elle  se  comCond  avec  la 

constante  »  dans  l'expression  du  moyen  mouT^ment^ 
«t  qu'on  peut  d'ailleurs  k  faire  disparaître^  ainsi  que^ 
loogs  l'avons  pratiqué  jusqu'ici»  en  déterminanf  con^ 
irenablemenl  la  constante  g  qui  entre  dans  rexpres<*^ 
sion  de  la  longitode  moyenne.  Mais  en  nommant , 
comme  dans  te  n*  yS  du  livre  II ,  hyf^  cette  cons- 
tante ,  et  a'^ ,  le  grand  axe  de  Fôrbite  de  Jupiter , 
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correspondant  au  moyen  mouvement  observé ,  abs^ 
traction  faite  de  la  partie  dépendante  de  la  variation 
séculaire  de  la  longitude  de  Tépoque ,  on  aura ,  nu- 

*  méro  cité, 

a\  s=.  a%i  ^  f  A). 

D  après  les  valeurs  précédentes  ^  on  trouve .... 
A  =  —  0^0000696344  f  01^  ^111*^  donc  ainsi  : 

a\  =  5,201  iaoo2. 

On  voit,  par  conséquent,  qu'il  ne  résulterait  dan» 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter^  et  à  plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A ,  que  des  cor- 
rections très  légères ,  ce  qui  est  conforme  à  ce  qu6 
l'on  a  dit  n*  76 ,  livre  IL 

On  pourrait  obtenir  des  valeurs  fjus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  les  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  et  qui  s'étendraient  à  tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  la  méthode  indiquée  n^  76 
livre  11;  mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen- 
sibles, cette  recherche  devient  sans  objet. 

On  a  vu  dans  les  chapitres  précédens  que  l'ellip- 
ticité  du  Soleil ,  Faction  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies ,  les 
nœuds  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que^ 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  n^li-- 
gées ,  et  les  forn^ules  précédentes  feront  connaître , 
par  conséquent,  les  changemens  que  subiront ^  dans 
la  suite  .des  temps,  ces  divers  élémens  avec  toute 
l'exactitude  convenable. 
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CHAPITRE  Xn. 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur^  et  du  mouvement 

'  en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

»  •  ... 

94*  Daas  le'  n''  g4  du  livrç  II ,  npus  ayons  disposé  d^s 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rayon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  planète 
m  soumise  à  l'action  des  autres  planètes  ^  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l'équation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  le  niouyemeat  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  l'exprçssion  du 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé- 
pendante du  même  argument  que  l'équation  du 
centre,  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  Texpressipu  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  différens 
termes. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  pla? 
nète  m  au  Soleil  ^^  la  constante  a,  dans  l'hypothèse  el- 
liptique ,  se  déduira  du  moyen  mouvenient  observé 

par  l'équation  a'  s=  ^ — i— ,  la  masse  du  Soleil  étant 
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prise  pour  unité.  De  cette  équation  ou  tire 

a  =  w"3  (i  +  -j/n). 

Tel  est  par  conséquent  le  grand  axe  dont  on  doit  faire 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur.  Les 
valeurs  des  demi-grands  axes  des  orbites  planétaires 
données  n^  88,  supposent 

a  ^=:  n     3,     a   z=z  n'     3,  etc. 

Il  faudra  dooc^  dan&ie  Calcul  de  la  parlioaUilH 
tique  du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs  de  a^  a' ,  ^tc. ,  de  |  ma ,  j  ml  al ,  etc.  ; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve;* 
ment  troublé,  cette  correction  est  inutile  tant  qu'on 
néglige  les  <[uantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses. 
Au  reste,  l'augmentation  précédente  n'est  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne }  d'après  les  valeurs  rap- 
portées plus  haut,  on  trouve 

^m'^a^"  =:  0,00264567,     ^ni'à:'  œ  o,ooo9o£i[5S; 


Si  l'on  ajoute  ces  valeurs  à  celles  de  a*^  et  à'  in 
n*"  88  y  on  aura 

a''  =  5,120281  a43; 

à'  Œ5  9,55877645. 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  a}"  et  a^ 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
7  Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  que  la  dîsftaoce 
tuoyeune  de  la  planète  au  Soleil  4ifiiere  datis  l'orbite 
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trpublëeet  dansrorbiteelliptiqae.  Âiasi^  lacooRtaaten 
q«i  représente  calte  distance  aïoyenne  dans  cettf 
demièt^  orbite,  devra  être  augmentée  de  la  partît 
constante  de  l'expressiQU  du  rayon  vecteur  4^11$^ 
Torhite  troublée ,  pour  former  la  valeur  da  la  dis- 
tamoe  moyenue  qui  lui  correspond» 

lia  partie  non  périodique  du  rayop  vecteux  d^  h 
planète  m  troublée  par  l'action  des  pla^èUH  ^> 
m!'f  etc.  9  est  égale  à 

m'     ,  rfAl»>  m'    ,  d&ffO 

En  augmentant  donc  respectivement  les  valeurs  dé 
a  y  ^^^  ainsi  déterminées  ^  de  la  partie  correspondante 
à  la  précédente  qui  se  rapporte  à  chacune  des  pla- 
nètes m,  m',  etc. ,  on  aura  la  distance  moyenue  àà 
la  planète  au  Soleil  relative  au  mouvement  troublé. 
La  partie  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
l'orbite  troublée^  qui  dépend  du  même  argument 
que  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre,  se 
compose  des  deux  termes  : 

-+-  m'afè  cos  (n^+  i —  o) + ^'^f'e' cos  (nt  +  € —  ro^)  ;: 


/etf  étant  déterminés  par  les  deux  équations  sui- 
vantes (*)  : 


*)  Supplément  au  livre  IL 
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ii  sera  donc  facile  de  calculer  les  coefficiens  des  deux 
inégalités  précédentes  ^  et  Ton  pourra  les  réunir  ^ 
dans  une  même  table ,  aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur. 

Quant  aux  constantes  >^  et  FI  qui  entrent  dans  les 
formules  du  mouvement  en  latitude ,  et  qui  dépen- 
âeùt  de  la  position  mutuelle  des  orbites ,  on  les  dé- 
terminera au  moyen  des  valeurs  rapportas  n"*  88, 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
récliptique ,  le  plan  de  Forbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi-* 
ner  les  corrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude ,  résultant  de  Faction  mutuelle  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n''  84  du  livre  II ,  et  des  chapitres  préçédens. 


.'     "    ».w 
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THÉOBIE  PARTICULIÈRE 
DES  SEPT  PLANÈTES  PRINCIPALES. 


CHAPITRE  XIII. 

Théorie  de  Mercure. 

95.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendanles  des  ex- 
centricités et  celles  qui  dépendent  de  leur  première 
puissance  9  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n^84 
du  livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué  pour  A^*"^, 
^co^  A^*^,  etc. ,  et  leurs  différences,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  b^? ,  b^? ,  bP  ,  etc.  Il  en  a  été  de  même 

pour  les  autres  planètes.  On  a  négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  l'effet  sur  la  longir 
tude  géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
d'une  seconde.  Quant  à  la  limite  qu'une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  y  cette  longitude,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  et  ç  sa  longitude  vraie  dans  son  orbite; 
soient  r^'  et  t/',  les  mêmes  quantités  relatives  à  la 
Terre;  si  l'on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure^  la  Terre  et  le  Soleil,  qu'on  nomme  f  la 
^  distance  de   Mercure  à  Ja    Terre ,  et   qu'on  fasse 

pz=za,  on  aura ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
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carré  des  inclinaisons  des  orbites , 


f  =  r"  V/i  —  na  cos  (/  —  ^)  +  a*. 

r 

Si  l'on  diffërentie  cette  expression  par  rapport  à  la 
caractéïi$tî<]|ae  ^y  ^&  ua  feisant  varier  qu^  r  daofi  a^ 
on  aura 

Le  même  triangle  donne 

d'où ,  en  diffôreiitiânt  et  en  eubstitaant  pour  jo  et  df 
leurs  valeurs ,  on  tire 

La  valeur  précédente  de  sin  Y  donne 

COS  V   Cïs   -         ■     '    • 

f 

Ou  bien,  en  mettant  pour  p  sa  valeur, 


VOS      V       -«^M»     mX»      "V       »ii       >t      !i4*«lli»JI  8fcJ^iif>TiÉ   1 

|/  I  —  2«  COS  (ir  —  i')  +  «■ 


szso^^sL  • 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  Teicpression  de 
cTVcosV,  on  aura 

jvwT  .    Ir  sin  Uf*  —  i') 

le  maximum  de  la  fonction 

i  —  a«  cos  {y  —  i')  +  «• 
correspond  a . 
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ce  qui  donne  sin  Çy"  —  t^)  =         ^.  En  substituant  ^ 

ces  valeurs  dans  kifomrCiDn  précédente,  on  trouve  que 

fi6  maas^imum  est  «gai  à-*' -.  Opadotncdanscecas 

^       I  —  « 

J^r=  —  r''(i  ~  a^)S^\.       {a) 

ISi  J'on  suppose  /Vssrfc  i",  et  que  ]M>ur  r  et  /^  4» 
|irenne  les  mo/ennes  distances  de  Mercure  et.  de  la 
Terre  au  Soleil^  ce  qui  donne  /';=^  i  et  a^sso^  3074:193 1 0:, 
on  aura  *  r  . , 

S'r  =  q=  0,000004  i:2o4* 

l)n  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  yec- 
teur  dont  le  cœfficientserait  au-<lessousde  0,0000041  • 
.Quant  aux  inégalités  du  mouvement  en  Ipngitude  et 
eu  latitude^  nous  négligerons. toutes  celles  dont  Je 
coefficient  serait  au-^dessous  d'un  dixièine  de  se» 
coiide. 

Inégalités  de  Mercurt  infiépendarUes  des  çxtcntricités^^ . 

c     o"^63j43i  m  l/i^'t  -r  •«  +  â'  --.•)  i 

(^  «^M«8n  Whi3(;ir(^  nf -f- / -«  t)  r 

-1-  l»  -t-  /»  ;.  5_  o^i53aaa  «in  a(/i'«—  /,«  +  ,•-  ^  / 
j-  r,-i.«lv^  i      o*,576447  tin  («'▼«—  /!«  +  1'^-  •)  )^ 

Inégalités  dépendantes  de  la  premîhre  puissance  des  excen^ 

tricitës, 

j—  3"^3ai4  un  (Wx  .^    /U  ^  ^<  -^  .^  --.àù 

j.    /      ,      /v   1-—  o*',376iaa  sin  (a/i7  — r  3««  +  ai'  —  3f  +  41) 

^  ^  -f-  A*>  ^_  i'',6o768i  «{ii  (W<  —  ^nt  -^  ^'  ^  4t  -^  W) 
-f-  o",a8o3o7  fin  (4»'t  —  3ii«  +  4^  —  3i  —  •) 
-h  o*,  168589  «in  (  n't  —  2/i«  +    •'  —  at  -*-  »)  J 

t*  II  -t-A*  ;  ^^  o^aa584î  sin  (3»*«  —  Mt  +  3t'-  ai  —  •)./ 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  excei^ 

incités  et  des  inclinaisons. 

€es  inégalités  ont  été  calculées  par  les  formules 
du  n°  54»  D'après  les  rapports  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure^  Vénus  et  la  Terre , 
les  trois  quantités  S/i'— an,  5n — 71',  et  an — 4^, 
sont  très  peu  considérables.  Il  faut  donc  avoir  égard 
aux  inégalités  dépendantes  des  angles  5n7— -a/i/, 
Mt  —  nt  et  2rU  —  4^"t,  On  a  trouvé  ainsi  r 

_  ^  C      i*,6ii738sm(5A'/  —  int  -f-  5«'—  3t  -|-  43oi8'3a*)ï 

/i'—  (I  +|4}  \_<,«^56pg3^  •iii(3rt't  —    /it  +  3i'—    •  4-  4d«36'35'')/ 
4-(i +/*'0..o%a437j5«iii(4n*'x  —  a»(-f-4i"— în4.4|0  ,i'4g"). 

Inégalités   dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trws 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbita. 

Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai* 
sons,  résultent  de  Faction  de  Vénus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à  l!angle 
nnt'-^Sn't,  et  a  été  calculée  par  les  formules  da 
n*  35;  la  seconde  est  relative  à  l'angle  nt  "--^  4^'^t ,  et 
a  été  calculée  par  les  formules  du  n*  43*  On  a  trouve 
ainsi  : 

/^  =s  (i  ^  ^')  8V8764«  ski  (5/»'e  —  ant  4-  5i'—  at  4-  3oM3'36') 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde;  on  peut  donc 
se  dispenser  d'y  avoir  égard. 
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CHAPITRE  XIV, 


Théorie  de  f^énus. 

96.  Si  ToD  nomme  V  la  loogitnde  gëocentrique  de 
Venus ,  et  si  Ton  fait  pz=zA^  Fëquation  (a)  du  n**  96 
deviendra  relativement  à  cette  planète 

jy  =  —  i^(i  —  a*)J^V'. 

En  prenant  pour  r^  et  r^'  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura^  n"*  88 , 
a  =  o,7253323o ,  r^'  si  1  •  en  supposant  donc 
tfy'  =  rfc  1',  on  aura 


jy  =  =b  o^oooooa365a. 

Cest  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d'une  se- 
conde sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-dessous  de  0^000002.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  9'éleveraient 
pas  à  un  dixième  de  seconde. 


L 
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Inégalités  de  Vénus  indépendantes  des  excentricités. 

4^^,639773  sin   (n't  —  n't  -h  *    —  •') 
4-  ^o^567639  8ma(iï''t  —  n't  +  •*  —  f') 

^/        /.  ^    ^    J^    6^7<>9876  •ii'BC*"*  -  n't  +  ."  -  /) 
/^  =  (I  +  ^  J.  ^_    o%977474  «n  4(n"t  —  /l't  +  •"  -  O 

'—    o",3i9958  sin  5{»"/  —  n't  -+-  •"  —  •') 

—  o",iT4Î7y  sm  C^rt"*  —  n't  -f.  •"  —  .Q 

f        a^9a7a5îl  sin    (n'v«—  /l't  -4-  •«▼—  •')  1 
+  (I  H-  /*'^)|_    o"^8587  8ma(«'V(,^  /»'£  +  t'^—  O   f 

-4-  (i  +  /«▼).  o^i8ai97  sin  {pyt  —  n't  -f-  t^  —  •'), 

— -  o",ooooooa909 

[4-  o",ooooo35486  «w    {nH  —  n'f  -f*  •"  —  l'I 
^  {=1  (t  H^  /»*•;.  ^+o*  0000152670  cos  ^{n^t  —  n't  +  i*^  —  O 

—  o",oQOoia9653  coa  ^{n"t  —  »'<  H-  •"  —  O 

—  o*,oooooaa456  cof  \{ift  — .  n'îf  -J^-  •"  —  0 
/-.-.  0*^,0000003 145  1, 

-4-  (î  +  ft**).{-f  0^,00000495^3  cos  (A'n—  nt  -*-  1*»—  •')  f 
l—  o",oooooaai85  cos  »(««▼«—  n't  +  •»▼—  •').] 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen^ 

trieités-^ 

^'  =  (i  -f.  ^}  o'',84g6a7  sîn  1  (n'«  —  nt  H-  »•'  —  •  —  «) 

o*,ii84ao  sîn  (  /i"t  +  •"  —  •") 
+  o",i5oao4  sin  (an*«  —    «'f  4.  ii*  —    1'  —  «O 
—  o*',io5i83  sin  (2n"«  —    n't  H-  ai"  —    •'  —  •") 
i^^a^gco  fin  (3»"t  —  aa^t  +  3s''  —  as'  —  •') 

-f-  (i  +  /*").(+  4",4i9a9o  sin  {Zn^t  —  a/t'«  -f-  3s"  —  as'  —  •'') 

j—  o",a75773  sin  (4n''t  —  Mt  +  4s"  —  3s'  —  »') 

'4-  0*^,878647  sîn  (4/i*'«  —  3n'l  -f.  ^î**  —  îs'  —  •") 

-^  û,«,eB636a  si»  (Sn^t  ^  ^t  ^  S^  -^  4s'  --.  •'; 

^+.  a",Q3659o  sin  (5ii*'«  —  4»'<  4*  5|^  —  4«'  —  •") 

—  (I  -f-  ft*)  0,754401  sin  Oi^^t  —  an'e  +  3s*'  —  as'  —  si*) 

Î—  r*,5a5383  sin  («'▼i  -f-  s'^  —  s.'') 
—  o',3a3658  «in  (anr»»£  —  an'f  -f-  as»'—    s'  —  flÉO  . 
4*  ©^a35;5a  sin  (ais"i  -*    n'i  4-  as"—    s'  -*  si»')! 
—  o",i658o6  sia  (3n''f  —    n't  4-  3s''—  as'—  •«'), 

«.(14-  fA")  o",ao8g6a  sin  {n't  4-  s^  —  »^)', 
^/  -.  (,  4,  ^1^  o",ooooo33689  cos  {Sn"t  -  4/i't  4-  5s"  —  4*'  —  O 
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inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  de  deux^ 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

D'après  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Mercure^  Vénus,  la  Tenre  et  Mars, 
les  quantités  4^*'  —  ^^9  5/i"  —  5/i' ,  ^^  -*•  atif  efc 
5nf"  —  n\  soQt  très  petites  toutes  les  quatre  ;  les  iné- 
galités qtd  ciépendent  des  angles  4^^—2/1/  , 
5n"t  —  3n7, 4^'i  —  anV  et  5nf"t — n'/,  croissent  danc 
avec  une  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sensibles.  On  a  trouvé,  en  les  calcu- 
lant, 

/k/  -s  ^  (i  4.  ^  )  o*,353878  «în  (4»'«  —  a/if  +  4/  —  a«  —  39»3o'  Bo"} 

—  (1  +  f*")  ^  "^1"^  ""  C5«"« — 3/ï'«  -h  5«"  —  3f'+  ao*  54'  a6") 
+  (i  +f*"^  i%334i64  «n  (3n*«-  n'x  +  3**—  /+  ÔS*  53' g*'). 

L'ioégaltté'' dépendante  de  Tangle  4^''-— on'  ne» 
s'élevaç(t  pas  à  un  dixième  de  seconde ,  nousVavoo^ 
cru  inutile  de  la  rapporter  ici  ;  il  en  est  de  même 
d'une  inégalité  dépendante  de  Faction  de  Mercure  et 
de  l'angle  5n't'^ni» 

Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois  di^^ 
nmnsioHs^  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

aV  =  (1 4-  /*)  i*,a56877  sin (vit  —  5/i'r  +  ai  —  5«' -f-  Bo*»  i3'  37")' 

Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pnh 
duits  de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai^ 
sons. 

ih/'  =  (i  +iu*')a",7 17796  sin  (iS^^i  —  8/i'«+  iBf"— 8/  —  4o«44'  34*'). 

Cette  inégalité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Airy,  a  été  calculée  de  la  manière  suivante. 
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Od  a  d'abord  déterminé  par  les  formules  du  n"*  44  y 
Finégalité  correspondante  relative  à  la  Terre  que 
nous  donnerons  plus  loin ,  et  en  la  multipliant  par  le 


a* 


facteur  —  ^JLi ,  on  en  a  conclu  l'inégalité  précé- 
dente  de  Vénus. 

InégaUtés  du  mous^ment  de  Vénus  en  latitude. 

Au  moyen  des  formules  du  n"*  Sa,  on  a  trouvé 

/-'-riO.-.'^  ^     o',u5445fm(i.*'«+t*-.*0  \ 

'  ""  ^  ^  ^  ^"  W  o^a89097  «n  (5n-'<  —  4ii'l  +  V  —  4/-  mf)] 

—  (i  +#«•)  o',ioa4i7  sin  (3/i*«  —  an'*  -f- S/*—  ai'—n*) 
■— (i -f-/»'^)o",i6i4iosiii(aW«—  11^4 -f-M*''—  /— n«^), 

n"'  représentant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  de  Mars ,  et  11'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  Jupiter  sur  celle  de  Vénus.  En 
vertu  des  valeurs  rapportées  n**  88 ,  on  trouve 

n'''=  ioo«  8'53% 

les  autres  inégalités  de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s'élevant  pas  à  un  centième  de  seconde ,  il  est 
inutile  d'en  tenir  compte. 


^ 
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CHAPITRE  XV. 


Théorie  du  momement  de  la  Terre. 
97.  Soit  y  la  longitude  géocentrique  de  Vénus,  tt 

r      r  y      f^ 

étant  supposé  égal  à  tj  V  sera  fonction  àt  a  e%  de 

(y — s^^Yf  et  dans  le  cas  du  maximum  de  V,  on  aura, 
par  le  n*  96, 


cTV 


«• 


Si  dans  a  on  ne  fait  varier  que  i^'  ^  on  aura 
dît  ss  —  -^;  par  conséquent. 

En  faisant  J^V  s==b  i'',  et  en  prenant  pour  r'  et  r'' 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  de  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  r^'=:i,  eXfzsz  0,7^533230;  par  con- 
séquent, 

J^r^'  =  d=  o,ooooo3i94* 

Considérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
y*"  la  longitude  géocentrique  de  Mars  ;  en  supposant 
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a  :=  p»  9  on  aura ,  dans  le  cas  du  maximum , 

J'r^'  =  r"'  (i  —  a*)  J^V"; 

et  en  prenant  pour  r''  et  r^''  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil ,  ce  qui  donne 

r"'  =  1,5256952, 
CL    =  o,6563oo5o; 

en  supposant  cPV'  =  ±  i ,  on  aura 

eT/"  =  ±  0,000004207. 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  de  J^r^  dont  les 
coefficiens  seraient  au-dessous  de  d=  o,  000004*  Nous 
négligerons  d'ailleurs,  comme  précédemment^  les 
inégalités  du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude 
qui  seraient  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 

Inégalités  de  la  Terre  indépendantes  des  excentricités. 


5'',o44545  • 
—  o*,ai4g42  s 


r     o%îi94a44  é 

V —  o*',i45a53  • 


[47^35  8 
+  (I  •*.;•«▼).  1  —  ^",707664  •: 

[6986II  sm 


n    («'<  —  n*«  4.  ,'  —  «•) 

n  2(/i't  —  n''t  -f.  i'  —  #•) 

n  3(n'«  —  n*«  -4,  t'  -».  «•) 

n  4(«'€  ~  n'f  H-  •'  —  O 

a    (««'t  —.  nf «  -f:  ,•  ^  g») 

n 

n 


(««'t  ^  n^t  -f:  »•  —  i»)  N 
a(n»t  —  nU  +  «•  ^  «•)  l 
3(n*t  —  »•«  -H  ••   —  ••)  j 

m  («ttt  —  lî^f  -f.  !«▼  —  i")^ 
in  î(/i«^l  —  H^t  Hr*  t«^  —  ^)  [ 
m  3(/i«n  —  /»"t  +  i«T  —  t")  J 

^  /,  -j-  --T^  /      o",42o3i7  8iu    (/iT£  -  n"t  +  tT  -  ,")  1 
-M»  -1-  A»  ;  |_  o^ioôiSS  «in  a(«T*  —  n"«  +  t t  —  «•),/ 

,v    f —  0,0000057218  cos  {nt  —  nV  -t-  i'  —  i*)  1 

^r    _  (I  H-  /»}.|^  0,0000363449  co»a(/i't  —  nU  -f-  /  -^  •*)  J 

.  «▼>  /"**  <*j®®ooi6i375  cos  (»»▼«—  »*'t  ^  •«▼-^  tf)  1 

•i-  l        A*   /'i^^  0,0000092122  co8a(/i'Tf—  n*t  +  •'▼—  O-j 


/ 


I 
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Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 

©•.laSgag  sin  {in't  —    n"t'h  ai'  —    t"  —  »") 

4-  o'',i38746  sin  {an^t  —    //t  -f-  at*  —    •'  —  •«') 

,—  o^iÔoSSq  «in  (a/j"<  —    n't  -+•  ai*  «-    t'  —  m') 

,.    J—  3",5o46i9  sin  (3/ï"f  —  an't  -4-  3i"  —  at'  —  a.") 

J^i/  _  (I  -h  A*^^^  i'',ia6o67  sin  (3n"«  —  a/i'«  -I-  Si"  —  ai'  —  •') 

I—  a',o643i6  sin  (4/i"«  —  3n'«  +  4»*'  ^  S*'  —  s/') 
+  o^eSSôga  sin  (4n"É  —  3«'«  -f-  4t"  —  3/  r-  •') 
,+  o",ao678o  sin  (5/i"é  --  4»'^  +  Si"  —  4/  —  •"') 

—  o",756375  sin  [in^t-^    nfl  ^  1%'  —    •"  —  «•) 


+  (i+A*^- 


—  o  ,700373  sm  ^a«-r—  »  r  -f  a«^  —  •  —  a»"";  \ 
I-*-  I^475770  sin  (an*/—  nTt  +  as*  —  ••—«•)  / 
1+  o",45699o  sin  (3n"'«--  art"ï  -h  3i*  —  at"  —  »'*)  J 
H-  o\557a*oa  sin  (4/i"'«—  3/i"/  +  4i*—  3t'' —  ••)  ) 

o",3o6587  sin  («»▼«+  •«▼—•»") 
i—  a".576i8i  sin  (/»»▼/ .4-  |«v  — |,it) 
(,  +  «,T)  J-  ï"'5i4a44sin(a/i'Tt—    /!"£  4-  21'v—     "-•") 
]+ o*,6i5o64  sin  (an«»£—    n"!  4- ai»^—    s*— «'T)! 
-^  o^'^SSiiag  sin  (3n'n-^  a«"t  4.  3i«T—  ai*  —  •")' 

—  o",i5ii4ï  sin  (a/i"t  —  »'▼£  4- as"  —    §«▼—  •«▼). 

f—  o",3o8o87  sin  («▼«■+«▼—»▼)  1 

+  (I  +  A*V-|_  o",i3o375  sin  (a/in  —    n"t  +  ar  —    i"  —  «0>  J 

/Sr"  =  —  (1 4-  A*') .0,0000047495  cos  (47i"«  —  3n'e  H-  4t"  —  3/  —  O 
—  (1  4y«'y). 0,0000030789  cos  (a/i'n—  «"«  4»  as"  -«.  •"  -m  #"). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

D  après  les  rapports  qui  existent  entre  les  inojens 
mouvexnens  de  Vénus ,  la  Terre  et  Mars ,  Sri^  —  3fi' 
et  4^'"-^  sn"  sont  de  très  petites  quantités  ;  les  iné- 
galités qui  ont  pour  argument  Snl^t — ^ntt  e  t  t^nl^t-^iiri't 
croîtront  donc  avec  une  grande  lenteur^  et  pourront , 
par  cette  raison ,  devenir  sensibles.  £n  les  détermi- 
nant par  les  formules  du  n*  54  ^  on  a  trouvé 

/k/*  =  (I  4-  /*').  i>73i69  sin  {Mt  —  Zn'%  4-  Ss"  —  3t'  4-  ai*   a'  i8') 


~^ 
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Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  etdesprodûiu 
de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L'inégalité  de  cet  ordre ,  qui  dépend  de  Targument 
i3/i"*  —  Sn'tf  peut  devenir  sensible,  parce  que,  en 
yertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou- 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre,  i5/i" — 8/i'  est  une 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  n^  44  ^  ^^  ^  trouvé  (*) 

Inégalités  du  mous^ement  en  latitude* 

Par  les  formules  du  n^  86  du  livre  11^  on  a  trouvé 

iÉ"  =  (I  -f-  iu0.o",a!i335a  »in  {^n"t  —  3n'«  +  4i*'  -  3f'  —  *') 
-+.  (i  +/««▼). o^iSe^ei  sin (wn—  !»"«  -f. »•«▼  —  /  —  *«▼). 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires- de  l'orbe  terrestre,  de  Féquateur 

et  de  la  longueur  de  l'année, 

98*  Dans  le  u?  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  l'excentricité ,  du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l'orbe  terrestre, 
en  ayant  égard  à  la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  influence  de  ces  variations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c'est  au  plan  de  l'écliptique 
que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  obser* 
vations,  nous  obligent  à  les  déterminer  avec  plus  de 


(*)  Connaissance  des  Tems  pour  l'année  i836. 
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prëcisipn^  et  à  considérer  les  termes  de  leurs  valeurs 
:  dépendans  du  carré  du  temps. 

En  déterminant  parle  n*  63^  livre  11^  les  différences 

secondes    des  quatre    quantités    -r-^  -^,  -j-.-j-^ 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n*"  87  ^  on  a  trouvé 

-gjj7  =  —  o*,ooooo644o34,    -^  =  -f-  o^oooiSSSSoi , 
•g^=5     o^oooo39gi36,      "^T  ^     o*,oooo  1473526. 

Enjoignant  ces  valeurs  à  celles  de  -^,  -^ ,  etc.,  don*- 

nées  n°  gi,  on  a  conclu,  n*  65,  livre  II,  pour  un 
temps  quelconque  ^,  les  expressions  suivantes  de  e*'^ 
^y  f  et  g''  : 

e''  =  e"  —    o",09o3385<  — o",ooooo5220.i7<% 
a>"  ===€»"+  ii^i748i5«  4- 0V0007667501C», 
p^'  =        o",o6496o^  -f-  o",oooo  199568^*, 
9"  =  ~  o",488566^  4-  o",ooooo736763^'; 

les  valeurs  de  e",  o]y  daus  les, seconds  membres,  se 
rapportant  à  Torigine  du  temps  t,  c'est-à-dire  à 
l'époque  de  1 8oo« 

Nous  avons  donné  dans  le  n""  92  les  valeurs  fînief; 
de  p^'  et  <^\  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent é'  et  a/'  i  ces  valeurs  se  présentent  sous  la 
forme  suivante,  2B  sin  {gt  •+•  Q)  et  2B  cos  {gt  +  5), 
et  s'appliquent  à  un  temps  quelconque,  avant  ou 
après  celai  que  l'on  a  choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a  vu  que  les  difficultés  du  calcul  qu'exige  leur 
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détenninatioD ,  et  l'incorrection  qui  pent  existcfr  eib- 
core  dans  les  valeurs  de  quelques  •*•  unes  des  masses 
planétaires  y  doivent  laisser  quelque  incertitude  sur  la 
précision  des  résultats  ainsi  obtenus.  C'est  pourquoi 
il  est  préférable,  pour  la  détermination  des  élémens 
de  l'orbe  terrestre ,  d'adopter  les  précédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s'étendre  qu^ 
mille  on  douze  cents  ans  avant  et  après  l'époque 
quW  a  choisie,  mais  qu'il  sera  facile  de  corriger 
et  de  raj^>orter  à  une  nouvelle  époque  à  mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes (^}«  Les  changemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  ces  derniers  temps  nous  engagent  à  reprendre 
ici  les  formules  de  la  précession  des  équinoxes  et  des 
variations  de  Tobliquité  de  l'équateur,  soit  par  rapport 
à  Técliptique  fixe>  soit  par  rapport  à  l'écliptique  vraie, 
que  nous  avons  présentées  dans  le  n"*  34  du  livre  IV. 
Notts  avions  adopté  alors  les  valeurs  de  p'^  et  ^'  cal- 
culées par  M.  Bouvard ,  mais  ces  valeurs  diffèrent , 
comme  on  peut  le  voir,  de  celles  qui  ont  été  rapportées 
plus  haut;  et  d'ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires l'année  1800,  il  est  nécessaire  de  rapporter 
aussi  à  cette  époque  les  variations  de  l'écliptique  et 
de  l'équateur. 

Les  valeurs  finies  de  /?"  et  ç"  se  présentant,  la 

première  sous  la  forme  de  Z.Bsin  (bt  -+-  €),  la 

seconde  sous  la  forme  de  2 .  B  cos  {bt  *{*  €),  si  l'on 

développe,  comme  dans  le  n*  55,  livre  V,  ces  quan- 

■'  ■  ■  ■  I    .   I     I   II  II  I   ■ 

(*)  F'oir  les  notes  à  la  fin  du  yolumef 


^  _f  ^.  4. 
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tites  en  négligeant  les  puissances  du  temps  supé- 
rieures à  la  seconde,  et  qu'on  les  compare  ensuite 
à  celles  de  j^'  et  9''  données  plus  haut  ^  on  trouve 

S.B&sinCs:      o',488S66»  S,B&co8C=      o^o6496o, 

2 .  B6*  sin  C  =  —  o^yOoooSgg  1 36,        2 .  B6*  cos  C  =  —  o*,oooo  1 4735a6. 

Maintenant,  en  nommant  0  Finclinaison  de  l'équateur 
à  récliptîque  fixe  de  1800,  fl'  Tobliquité  de  TécHp- 
tique  vraie,  4^  la  précession  des  équinoxes  par  rappoft 
à  l'écliptique  fixe,  et  >P'  la  précession  relative  à  Té- 
cliplique  vraie ,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  n*  54,  livre  IV, 

0  =A+-<*2.B/6coêC, 

a  ' 

ô'  =A— lï.BfcBÎnC—  -f>2.BC/-+-*)ftco5C,  V  /^v 

4  :=  /f-«t«cot3ftZ./i&sinC, 

4'=«(/— cot  /iS.  B5  cos  0  +v(-A-riX,  hlh  siaC-h  i  coi  AS .  Bi*«nC^. 

\sin  aa  a  y 

A  étant  l'obliquité  de  Téquateur  au  commencement 
de  lôoo,  et  It  le  moyen  mouvement  des  équinoxes 
à  la  même  époque ,  rapporté  à  1  ecliptique  fixe. 

D'après  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bes- 
sel,  la  précession  annuelle  rapportée  à  l'écliptique 
vraie  était,  en  idoo,  égale  à  5o":2335o;  on  aura  donc 
ainsi 

/  —  cot  ^  Z.B6  cos  f  =  5o'',2255o; 

l'obliquité  de  l'écliptique  était,  à  la  même  époque^ 
de  35**  27'  54"8;  d'où  l'on  a  conclu 

h  =  23*  27'54",8,       l  =  5o",575i5- 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
X.Bb  sin  ^,  l,.Bb  cos  6,  2 . B^^  sin  €,  et  l,.Bb^ cos  C 
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données  jim  haut,  les  formules  (o)  deviennent 

i9  =  23'37'54",8  +  f  o",ooooo7932i5, 

&  =a3'  a7'54",8~«  o",488566— <•  o",ooooo5645o, 

^=  t  5o",373i5  —  <•  o",oooio43ogi, 

^'z^  t  5o",2235o  H-  <•  o",oooio97248. 

Ces  formules  diffèrent  peu  de  celles  que  nous  avons 
données  dans  le  n*  34  du  livre  lY;  mais  une  erreur 
faicile  à  reparer  s'était  glissée  dans  celles-ci  :  nous  y 
avons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxes 
relative  à  l'écliptique  vraie  égale,  en  i  ySo,  à  5o'',5'j5ja, 
tandis  que  c'était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  à  l'écliptique  fixe  (*). 

Les  formules  précédentes  peuvent  s'étendre  de  mille 
k  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que  Ton  a 
choisi  pour  époque  ;  on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L'angle  fl'  représente  l'obliquité  moyenne  de  l'é- 
cliptique.  Cette  obliquité,  conclue  de  l'observation 
des  solstices  d'été,  faite  k  Paris,  dans  les  années  i8i n, 
i8i3  et  1814^  P^r  MM.  Arago  et  Mathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  9'^4o  pour  le  coefficient 
de  la  nutation^  était,  en  181 3,  égale  k 

23*  27' 49",  28. 

En  faisant  ^=  i2,S  dans  l'expression  précédente  de 
6%  on  trouve 


rtfti 


(^  F'oir  Terrat^^  à  la  fin  du  yolamç. 
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La  diffi^rence  entre  le  calcul  et  l'observation  serait  donc 
de  o'^ySg.  Cette  différence  ne  serait  que  de  — o''^  1 5  en 
calculant  6'  par  les  formules  du  n^  34  du  livre  IV,  mais 
il  fautfdes  observations  plus  nombreuses ,  et  faites  à 
des  intervalles  plus  considérables,  pour  pouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision  des  formules. 
L'année  sidérale  est  constante  et  égale  en  jours 
moyens  à  565^,a565744^7;  l'année  tropique  est  égale 
a  Tannée  sidérale ,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
à  décrire  l'arc  de  la  précession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi ,  pour  la  longueur  de  l'année 
tropique, 

365^,242219746  —  ^.0,0000000618482; 

d'où  il  suit  que  du  temps  d'Hypparque ,  c'est-à-dire 
cent  vingt -huit  ans  avant  l'ère  chrétienne,  la  durée 
de  Tannée  tropique  était  de  io'',28  plus  longue  qu'elle 
ne  Tétait  en  1800;  l'obliquité  de  Técliptique  était 
alors  de  16^  1 5^,771  plus  grande  qu'elle  nejl'est  au- 
jourdliui. 

Comparons  aux  formules  précédentes  l'observation 
de  Tcheou-Kong  (*)  que  nous  avons  citée  dans  le 
livre  rV,  et  qui  donne  pour  Tannée  correspondante  à 
1 1 00  ans  avant  notre  ère  l'obliquité  de  Técliptique 
égale  à  23*  54'  2^,5.  Si  Ton  fait  fe=—  285o  dans  l'ex- 
pression de  y,  cette  valeur  est  alors  égale  à  23^5o'44'^ 
ce  qui  ne  dîflEere  que  de  V  19"  de  l'observation 
chinoise. 

Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste ,  a  calculé  Tex- 

Ç)  Connaissance  des  Tems  pour  Tannée  18279  page  287. 


n 
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pression  de  4/'  pour  deux  époques  remarquables  : 
celle  où  le  grand  axe  de  Torbe  solaire  coïncidait  avec 
I9  ligne  des  équinoxes ,  et  celle  où  le  gi*and  axe  de 
l'orbe  solaire  était  perpendiculaire  à  cette  ligne.  A  la 
première  époque ,  1  equinoxe  vrai  et  l'équinoxe  moyen 
coïncidaient  ;  dans  la  seconde ,  le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
h,  cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  Ton  fait 
tzss — 5907 ,  par  l'expression  de  *y,  on  a 

4'  =  —  81^20^42''; 

cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire  sera  la 
longitude  de  l'équinoxe  de  1800  par  rapport  à  l'é- 
quinoxe correspondant  au  temps  t.  L'expression  pré- 
cédetite  de  o"  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l'orbe  terrestre  ^  comptée  de  l'équinoxe  fixe  de  1 800: 

La  somme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l'équinoxe 
de  l'année  4 1Û7  avant  l'ère  chrétienne,  époque  qui 
correspond  à  la  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  t}  cette  longitude  était  donc  alors  de  1 1'^  La 
plupart  des  chronologistes  placent  la  création  du 
Monde  vers  l'an  4<>o4  ^^^^t  l'ère  chrétienne;  l'é- 
poque où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait 
avec  l'intersection  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  a 
donc  précédé,  d'après  nos  formules,  d'un  siècle  en- 
viron la  création  du  Monde. 

La  seconde  époque ,  celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxe& 
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et  où  par  conséquent  le  solstice  vrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen ,  est  beaucoup  plus  voisine  de 
nous,  et  remonte  seulement  à  peu  près  à  Fan  i25o* 
En  effet  y  si  dans  les  formules  précédentes  on  fait 
ts=z — 555,  on  trouve 

4'  =  -  7-44' o", 

a>"  =      97-45'47". 
En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe^ 

on  aura  90^  i  '47"  pour  la  longitude  du  périhélie  de 
l'orbe  solaire  comptée  de  l'équinoxe  mobile;  en 
sorte  que  Tinstant  où  cette  longitude  était  de  90^  ré- 
pond à  peu  près ,  d'après  nos  formules ,  à  Tan- 
née 1 245  ;  mais  l'incertitude  des  élémens  employés 
dans  le  calcul,  comme  l'observe  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résultat. 
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CHAPITRE  XVI. 


Théorie  de  Mars* 


gp.  Si  l'on  nomme  N"'  la  longitude  géocentrique  de 


M ars^  et  si  l'on  £sLit  a  s=  n,  >  dans  le  cas  du  maximum 


de  V",  on  aura 

Jk  =  (i   —  £*•  )  cTV". 

La  valeur  de  a  en  ne  faisant  varier  que  r^  donne  ^ 
d  a  =  -—  -Tij-  ;  on  aura  donc 

si  Ton  prend  pour  j^'  et  r^''  les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ;  ce  qui  donne  t^'=:i, 
r'''=  1,52569552  ,  â(  =  o,6563oo5o.  En  supposant 
crV'"  =  =fci",onaura 

jy  =  =p  0,0000064074. 

Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous  de 
o,ooooo6.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s'élèveraient  pas  à  un 
dixième  de  seconde. 


+  (I-f-f*'^)-<- 


-f-  (l  +f«'^). 
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Inégalités  de  Mars,  indépendantes  des  excentricités. 

A^=s  (i  +  A*')  o*,  199493  sin  {n't  —  n^t  -f,  /  ^  ,•) 

6*',4647i7  sin    (/i*f  —  «■'f  4-  j*'  -^  ,*j  . 
o^SgSoB    sin  3(«^«  —  n'^  +  •"  —  ••)   l 
o",  169287  sin  3(i»*«  —  n't  -^  .♦—,•)  J 
*4*>74Çï6a  «m    (n*n-^  n^t  -f.  •«▼ —  »«') 
|—i3", 767931  nn  Qt{n'n^  n't  -f.  •«▼—  i») 
I"-  i'',i9Ôo3a  sin  3(/i«^«—  «'t  +  |It««  ,») 
—  o",  174926  sin  4(/i«T£-_  ^wj  ^  ,,v_  ^ir^ 

C—  o'',4a439o  «m  2(»^t  —  «•«  +  «▼  —  <•),  J 

A*=  (i  ^  lu")  /      o",oooooaao7i 

l—  o",ooooi73497  C08  (/i"t  —  n't  4-  i*  —  i») 
/— o",ooooo67ooi  ' 

+  (I  +A«'')«<'^  0V000794170  cos  (!»'▼«—  H»*  4.  tiT_  j«rj 

1—  o*',oooo6879a3  co83(n<^<—  »•«  -^  ftv ^) 

( —  o",ooooo70256  co83(/i'^«—  n^«  -f.  «ly g»). 

Inégalités   dépendantes  de  la  premihre  puissance  des 

excentricités. 

+  #*').  f      '"'^^^^SfiS  sin  (2n^«  —    n't  4.  a«^  ^  /  —  ^)  i 

*  l—  o*,a39746  sin  (an^^  —    n't  -f.  at*  —  •'  —  »')    J 

o'',64777a  sin    (»"t  4.  g"  —  «•) 

—  o",ia473a  sin  (a»*«  —    n't  -f-  a«"  —    §• i^*) 

|—  9">378ia4  sin  (an"'«  —    «"£  -f-  ai»—    «''  —  »•)] 
'+  4"»75oo4i  sin  (an^t  —    /i"*  -f.  a»*  —    /'  —  i»")' 

—  o'',6o4i75  sin  (3b*«  —  an"*  +  3**  —  at**  —  »") 
[H-  o*,7844o4  «in  (3n"'<  —  a/i"«  -f.  3«*  —  at"  —  »*')l 

-f-  o">57899a  sin  (4/ï*'«—  3/i"«  +  ^%'  —  3,"  _  .«rj 
^4-  o",iiii93  sin  (5/i"'t—  ^n^t  -f-  Si"  —  4f''  —  0,")^ 

5*,57!93o  sin  (  A'^r  +  §«▼  —  i»*^) 

—  5^,443704  sin  (  /»»▼«  -+.  §«▼  —  «>▼) 
— a3"^9oa5ao  sin  (an«^«  —    /i"'*  -f.  ai*^ —    §•—  e»"») 
1+  a",63oi57  sin  (an'^t  —    «"f  -j-  a««^— •    ^--.^it), 
U-  a",33o85i  sin  {3»'^«  —  ^n't  -f-  3f»^—  ai"'—  «^) 

—  3",6i998o  sin  (3/i«vt —  an*«  -f-  3i'^—  ai*— »»▼) 
4-  o^aa34aa  sin  (4n*vt  —  ^n't  -f.  4i«T—  3gir_  ^irj 
j—  o",35768o  sin  (n^^n  —  Sii*'^  -f-  4i«v— »  3i*-.««v)j 
[—  a",9ii3oo  sin  {%n't   «—  n'^t  +  at"' —  §«▼ ••)I 

—  0*^,20744»  ^  {a^n't  —  n*H  -f-  ai* —  t«v_|,iT) 
-f-  1  ",880731  sin  (3n"'«  —  an'v<-4-  3i*'— at'v—  »•) 
^+  o",aoia57  sin  {l^n't  —  3/i«n+  4«*'  — 3i«v^  ««j^ 


A' 


(I 


+  0  +f«'0- 


+  (i  -f  ^'▼).> 


L. 
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o",i37834  sin    (nH  +  •▼  —  »*') 
—  ©",665765  «in    (nn 
-f  (ï  +/"'')•<—  i"»7iy^6  sin  (an^r 

•^  o",  126066  sin  [nnyt 
.-f»  o^'yiSoSaS  sin  (an 


f  ^  n"'«  -f.  a«^  --  t*  ^  ••)     V 
t  -r  n"'«  -f-  at^  —  #•  —  »▼)     I 


Jnègalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  inégalités  suivantes  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être  sensibles  ^  en  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouve-*- 
mens  de  Vénus  ^  la  Terre  y  Mars  et  Jupiter  : 

/•  =  ^  (i  +  ft0.6",57838o  sin  (^n't  —  n't  4. 3**  —  •'  ^  65*  aS'  i5*) 

{i%3o845a  sin  (3/i*t  —  nH -f-3f"' -^  %"+  730 1 1'  55")  ^ 
+  4>43i i4sin (4n'^« -.a„«n.4.-'— ai"+67»4^  o") l 
+  a^465976sin  (5/r»l— Sn^t+Si^^Sf" ^-68«!i3'  ©•) j 

r— o*',468575sîn(  n"«4-  «"'«+  s'^^-  •*— 53»  7^47*)% 

-|-(i  -^  /t*'^).  I  —  i"46aao9sin(an«T/H-  at'^-f-  600  t'  a")  l 

1+  i",3ii633sin(  «'▼f—  n'^l -*.•«▼-•"+ 54» 4''30.j 

On  peut  réunir  la  dernière  de  ces  inégalités  à  Ti- 
négalité  indépendante  des  excentricités 

(i  +;t'')  34",746i62  sin (n'H^n!H+  é*'—  iJ'"); 

leur  somme  donnera  l'inégalité  suivante 

(1  +  fi'')  a5",5a748a  sin  (wt  -^  n'^£  -f.  i«t^  #•  -f-  a©  a4'  11"). 

Pour  les  inégalités  correspondantes  du  rayon  vec- 
teur ^  on  aura 

Ir^u*    «N  f-fo,ooooo64979cos(4n'»<— an«'«-f4«"'— a»"— SS^Si'So'O  ] 
^  t-^  ;  •  j  _  0,0000069405  cos  (Su*/— 3»"i+  5**—  at *4-  68-  37'  a8")  J 

-L/ a-  «▼>  /  0,0000081004  cos  (ant  +  a»  +  6o«  17' 5a")  ^ 

'*   1  +  o,ooooQ4aoo7  cos  (««▼«—  n'^t  +  §»▼ —  iT  4-  590  8'  57").  • 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  Fi- 


i 
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négalité 

(l  4-  f**')  0,0000794170  C05  («'▼«  —  vl't  -f"  i"^  —  •*)  > 

c'est  par  cette  raison  que  nous  l'ayons  conservée , 
quoiqu'elle  tombe  au-dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

(1  4-  /u'O  o,oooo8i6532  cos  («»▼<  —  fd 4-  i'^  —  •*•  -M»  3i'54*0. 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n'est  affecté  que 
d'inégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  11'^ 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Jupî- 
ter  sur  celle  de  Mars ,  les  seules^  de  ces  inégalités 
qui  y  s^élèvent  à  un  centième  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 

—  i'  1-f*    ^\^.o'',4o3!l69  sin  (aw  —  «"t  +  at^^  —  •*"  —  n«v).   j 

on  a  d'ailleurs 

en  nommant  y^^  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites de  Mars  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVH. 


Théorie  de  Jupiter. 


loo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes , 
celles  qui  sont  assujetties,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière. 

L'équation 

Jk  =  (i  —  fltOJ'V^S 

en  supposant  c&==:  -^  et  en  ne  faisant  varier  que  r'^ 
daiks  06,  donne 

J^r«^  =  — Ç(i  —  a-)^y^\ 


Si  l'on  prend  pour  r"  et  r*'  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil ,  et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  cTY'^  =  db  i'',  on  aura 

jy^  =  =p  0,000  ia63o4- 

On  peut  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  q=  0,0001 5.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons^  comme  précédem- 


% 

i«.- 


\ 
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xnent^  celles  qui  seraient  au-dessous  d'au  dixième  de 
seconde. 

Inégalités  de  Jupiter  indépendantes  des  excentricités. 

ip"f  =  (14-  /*"i.o",i  11771  sin    (n'*t  —  n*^t  -f-  t*  —  #»▼) 

79",ai3453  «in    (n^t  —  /»»▼«  -f.  !▼    ,  ,it) 

i—  i6'',3asi34ï  s>n  3(/i*«  —  n»^£  -♦-  t^  —  t»^) 

(i  +  f»"")-/—    3",753996  sio  4(/»n  —  n^'t  -^  •'  —  .iv) 

, —    i'',i5797a  sin  5(n^t  —  »»▼/  '■h  f  —  i*^) 

—    o' ,409^04  «a  6(n^e  —  n'^i  '^  t''  —  §«▼) 

^—    o*,i63496  ftin  7(11**  —  «*▼*-+.•▼  —  §«▼) 

(i  -t-A*    i-|_    o*,585549  sin  a(/i''«— /î«vt -|,  ,T,«  ,.T)^J 

S—  o,oooo5936ao 
^   0,00064746Sl  COS     («Tf-.„.v^^.   ,y    _    .,v) 
— ;  0,0027707579  co«aCi»n—/i*^^-f-  §▼  —  #>▼) 
—  0^000^890087  cos3(n'*'<— n'v<+  §▼  —  i«v). 

Inégalités   dépendantes   de   la  première  puissance  '  des 

excentricités. 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables,  on 
a  du  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coefficiens.  Four  cela^  on  a  calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époques  différentes,  en  tenant  compte  de  la 
variation  des  excentricités  e*^  et  e"  durant  cet  inter- 
valle ,  et  l'on  en  a  déduit ,  par  la  méthode  du  n"*  66 , 
la  variation  du  coefficient  de  l'inégalité  pour  un  temps 
t  quelconque.  On  verra  plus  loin  qu'en  tenant  conipte 
du  carré  de  la  iprce  perturbatrice ,  o^i  a 

/e-  =  o",3i4o9,  :  . ,  J^e^.=  —  o",7565i. 

En  n'ayant  égard  qu'aux  variations  des  coefficiens 
qui  surpassent  60"  dans  ^expression  de  «Ti^*^,  on  a 
Tome  IIL  28 
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8'',24go70  sin  (/i^f  -|-  ,▼  —  ««») 
— .  9'',a590!i6  sin  («▼£  -4-  !▼  —  a»^) 

-I-  54",ïoi9oo sin  (aw^f  —   «'▼«  +  ai^  —  •'▼  — w^) 

—  4a",6o4479  sin  (S/i^t  —  an'^f +3i'^—  ai'^— <»»▼) 
i-f.(8i*,i4Î7oo-«o,oo5i6oo8)sinf3«vz-a/i'^f+3i'-ai'^-«i^) 

"  7*i5944»5  sia  (4#t^t  —  Sn'^CH-  4«^  —  3i'^—  •'▼) 
|~i4:'',^o79o  tin  (4i»'t  —  3#>'^t4-  4^  —  3««^— •  »▼) 
)+  i",oo3985  fiiû  (5»*t  —  4«*''H-  5**  —  4«'^—  •■^) 
'—  a'',657a9o  BÎn  (Snn  —  4fi»»/-f-  5*^  —  4t«^*-  #▼) 
^i/«T*:(i4.^v).^-4u  o",39oa4a  sin  {Gn^t  —  5*i*»£-f-  âi^  —  5t*^—  »«▼) 

^-^  o",67a467  sia  (6ii^«  —  5rt^'<-t-  6i^  —  5i'^—  «▼) 
l-f.  o",i43o44  «in  {')nU  —  6n«'«-|-.  ^t^  —  6««^—  •«▼) 
|—  o",3no34  ftin  (jnH  —  6/i»^«+  7t^  -^  6i«»—  «•▼) 

■  4".99o673  sia  (an'^f—    n»«  -h  af»T—    •▼  —  »'▼) 
I—  o",5<S4a63  sin  (an'^f—    n'«  4-  a»'^—    •▼  —  »▼) 
'-+-ia",339oao  sin  (3/i»n—  aw^i  ^*  Si"—  ai^  —  •«▼) 

—  o",536645  sifi  (3>»'^«—  att^f  -^  3f>^--  as^  —  •') 
+  i'',i37i64  lift  (4n«vtw«  inu  -^  4*''—  3f^  —  •«') 

—  o*,i65i<Jr  sin  (4n«»«—  3/i»<  H-  4t'^—  3«v  —  •▼) 
^-1-  o*',34i737  8in  (S/i'^f—  4/»n  -f-  5i'^--  ^t''  —  »") 

o*,?34(S77  sin  (n^»e  *+.  i»«  —  <i«^) 
i—  o",a55578  sin  ^n'«f  4*s^'— »^0 
+(i+f«'0'S""  o",58ia95  sin  (a/i''«  —  w«  4-ai^'—    #»▼  —  •«▼) 
+  o",iii548  sin  (a/i^'t  —  A'^t  -haf^»—    •'▼  —  •▼«) 
-  o",i39oa5  sin  (3/i^'t  — a/i«^»  4-3f^'—  at»^  —  «^O»' 

'— ^  o,oooa795i3  cos  (an^/  —  n'^t  -h  w^—    i'^^— •^▼j 

j-*  o,ooi>4385a8  cos  (Sn^'i  -»^»«^*  4^  3f^—  ai*»— ^«*) 
J^r»^;=.(i4-/(i^)./-f-  o,ooq865468  cos  (3/i^f  — an*v(  4.  3,v^  a*'^— «é^} 

14-  o, 000130471  cos  (4'»^i  — 3n»vf  4-  4«^~  3f'^ — m'^) 
'•»•  o,oooa3i907  C08{4A^e  >— 5n(^{  4>  ft^*-'  3t*^-<-«^} 

—    O,O0Oia88o2    CQ8(3/^«vr-^ftttVt      4^|«T^   J|T   i^»»T) 

Fnëgalités  dépendantes  des  cctrrés  et   des   produits  des 
eotcentrîcitéê  et  des  ùtctinàiiforUF. 

ib  I .  La  plus  considérable  dés  înégàKtés  de  cet  ordre 
est  celle  qui  résulte  de  1  actkm.de  SatjDÎrafe  et  qui  dé*- 
pettd  de  Tangle  6n^« -^  5»? ^1. .  Gomoite  5ifi?-*wii»?^eit 

« 
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une  très  petite  quantité  ^  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilité  qui  existe  entre  les  moyens  mouyemens 
de  ces  deux  planètes ,  l'angle  5/j*^^  —  SrCt  difiere 
très  peu  de  n^^t  ;  on  a  donc  fait  usage  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  vl  54  et  à  cause 
de  la  grandeur  de  son  coefficient  on  a  eu  égard 
dans  son  expression ,  à  la  variation  des  élémens  de 
Forbite  de  Jupiter^  par  la  méthode  du  n"*  29. 

On  a  trouvé ,  par  le  n""  58  ^  cette  inégalité  en  1 800 
égale  à 

—  84",938oo  sia  (5/i^t  —  3»»^  -4-  5i^  —  3i« v), 
+  i36",953io  cos  (5»^t  —  3/i«»f -f-  5iv  —  3i«^) , 

et  en  2000  égale  à 

—  77*,468o3  sia  (5«^«  —  3«  «  ▼«  +  5i^  —  3»  '  ▼) , 
4-  i38",i3567  cos  {Sift  —  Zn^n  +  5%"  —  3i»^)  5 

d'où  l'on  a  conclu ,  pour  un  temps  quelconque^  cette 
mégalité  égale  à 

—  (  84",938oo-  t  o",o393498)  sin  (5n't  —  3/i"«  4-  5t^  —  3i«*), 
-f  (i38",i3567 -f  t  o'',do5|9tii8)  cos (5im  —  3««^f  4-  5i^  —  3i»^) , 

OU  bien  y  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  méthode  du  n""  So  ^ 

—  58on'34"-«.45",3io). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupitear  en 
kmgitude  dépendantes  du  carré  des  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) ,  (B) ,  (C)  et  (D) 
du  vl*  54;  on  a  trouvé  ainsi 
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J'j/IT=(l-f./*^) 


—  «'▼«-I-  •▼—  «'▼-f'43*»  17'  1*0  1 


l-f-  I  ",575570  sin  ((i/i^«- 
'-f-  a",3688oi  sin  (  nn- 
—  6*,oi4774  sin  (a/i^t— a/i'^f-fa»^— 2t'^H-4**4o'44")- 


Les  deux  dernières  iDegalîtés  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  correspondent ,  et  qui  dépendent  des 
sioiples  excentricités 

79*,ii9453  im  ( /!▼«  —  «'▼«H-   •▼—   •«▼}, 
--I95",5a4778  sin  (an^i  —  an«^«  +  ar  —  ai»^), 

donnent  celles-ci  : 

f      84",6a89ao  sin  (  «▼«  —    »'▼«-!-   §▼—    •«▼+ i^S'Sa")  1 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
passe la  limite  que  nous  leur  avons  assignée  est  la 
suivante  : 

jy«T=:— (i4-^v)  (Oy0oaoi97o5— 1 0,0000000509a)  co8(5«^«—3n«^«-f-5i^—3«»^ 

—  58«6'5i"  — «44",4io)- 

Grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  V action  de  Sa^ 
tume,  et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  de  Saturne,  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  moyens  mouvemens,  sont  au  moins  du  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons, et  leur  importance  exige  qu'on  ait  égard  dans  leur 
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'détermination  aux  cinquièmes  puissances  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  Tordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices. 

On  a  d'abord  déterminé  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité de  Jupiter  dépendante  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in* 
clinaisons  au  moyen  des  formules  du  n^  38.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n^  88 ,  on  a  trouvé 
par  le  n**  7 1  : 

a^^io^  =r  —  m^  1 , 1 620285 , 
^^M<*>  =  m'5,8070750 , 
^T]y|(o  _  _  7^^9,6074688, 
^Tjyjcs)  -_-         zn'^S,  2459 100, 

^tN(o)  _  m^o,638578i, 
^Tjijo)  _.  —  m^o,332074o; 

De  là,  on  a  conclu  pour  1800 

a^f  =  —  0,0000520640, 
a^F  ==        0,0010280971. 

Il  a  fallu  ensuite  n"*  66,  déterminer  les  mêmes 
quantités  pour  2^00  et  pour  2800.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  de  Jupiter  et  de 
Saturne  pour  ces  deux  époque^ 

Nous  ayons  donné  n^  91 ,  les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  l'action  des  planètes, 
mais  il  est  encore  nécessaire  d'avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du. carré  de  la  force  perturbatrice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules 
du  n*  55.  On  a  trouvé  ainsi  : 
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cfo)*'  —        ^.o",33o562, 
cTe*^  =        ^.o",o48965, 

J'é'  =  —  ^.o",o96a47' 

d  ^«*' 

En   diflR^rentiant  ces   valeurs,  les  quantités     '       , 


^IT 


^11- — ,  — I — ,   —y— ,  sont  les  accroissemens  de  -j- 1 

dt    ^      dt     ^      dt    ^  dt   ' 

%^9  -^,  -T- ,  qui  dépendent  du  carré  de  la  force 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  variations  dé-* 
terminées  n^  91,  les  coefficiens  du  temps  t,  dans 
les  expressions  précédentes,  on  aura  le$  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires ,  on  trouve  ainsi 
pour  !25oo  ; 

^  =.o",3i4o88,        ~  =  —  o%7365o6, 


dm'"  ^,,  r.r.^  dm 


^  =  6",685iM,        ^  =       i9%o55o44- 
On  a  calculé  les  mêmes  quantités  pour  2000 ,  et  en 

de'"     dm'"     de"     dm" 

désignant  par  -^,  -^,  "^^  "5t"  ^^  qu'elles  devien- 
nent pour  cette  éflfeque ,  on  a  trouvé 

^  =  o",5io985  ,        ^\=  -  o",74i686, 

dm.^"  ^,f  dm"  „  . 

-ir  =  o',7772i9,        -^  =       i9",ii994i. 
En  supposant  que  t  exprime  un  nombre  d'années  ju- 


J 
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lieDnes ,  on  a  géoéralwieat 


>"5r  ~  "5  "^  ^ 


les  différences  -yif  -y^t  d^àns  îe  second  membre  e'tant 
relatives  à  l'époque  de  1 800 ,  il  en  serait  dé  nilShife 
relativement  à  ^  ,  en  faisant  donc  t  =  2000  ,  on 
aura 

^"T =  —  o^oooo  1 55^7 ,     ^  =  —  o",oooo25qooj, 

•~ ;S5: 4- ^"f 000470485,  .    ■^=P=         0",000534435. 

<      f 

Uexpres^km  de  e^^  pour  i!m  t^ifinps  quelconque  i.eti 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  s^périeure$•du 
temps  est  : 

r 

et  l'on  a  pour  o^'^,  e^  et  o)^  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  iâinsi  pour  un  temps  quelconque 
t  à  partir  de  1800, 

g  iT  _  g.T  j^  ^.o%5 14088  —  «•.o",ooooo7763 , 
47/^=5#'^4-^.6^^5i!ifl4-«*.oVoo2i35ii4Qy  . 

0/  =c ^^  —  «.o^7365o6—  t^.it^,QQOQx%^p^,  . 

û)/  =  û)^  -4-  < .  i9'',o55o44+^*  •  o",oooi622425c 

■ 

Les  valeurs  de^'^,  co^" ,  e^ ^  .cû'  dans  le  second  mem- 
bre étant  celles  de  i8oo. 

En  nommant  y  finclinaison ,  et  F!  la  longitude  du 
oœudi  aseendattt  de  l'orbite  ije  finturae  sur  celle  de 


^ 
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Jupiter,  vu  la  petitesse  des  angles  ^  et  ^'  on  a  à  très 

peu  près,  n""  86,  livre  II, 

y  sin  n  3=  ^'sin  a'  —  (p  sin  ce, 
^cosll  =  ^'cosa'  —  ^cosa; 

d'où  Ton  a  conclu  pour  1800, 

y  =        i^i5'i2',6, 

n  =  136^  6'i4". 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiant 

si  Ton  substitue   dans   les  seconds  membres  pour 

dp       dp     dm      du    -i  I  1  ^       ' 

■^f  TT»  "j7>  -^  leurs    valeurs  données  n*  oi ,    ou 

dt^    dt^   dt^   dt  ^    ' 

aura  pour  idoo 

2-  =  —  o ',0001940, 

■^i  =  —  aa',9a4657. 

Eq  calculant  par  les  fdrmules  du  n^  54  ^  la  partie 
des  valeurs  de  -n; ,  et  de  -^  ,  qui  dépend  du  carré 
de  la  force  perturbatrice ,  on  trouve 

S^y  =  ^.o'',oooi  78234  > 
cTn  s?5  —  ^.o'',oo759o8o. 

Le  coefficient  du  temps  t  dans  ces  expressions  doit 


i 
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être  ajouté  aux  valeurs  précédentes  de  ^  et  de  -j  , 

et  l'on  trouve  ainsi  pour  les  valeurs  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

^  =  —  o/'oooo  15766, 

^'  =s  —  32^952028. 

On  a  calculé  de  la  même  manière  les  parties  des 

valeurs  de  -^  et  de  -j- ,  dépendantes  du  carré  de  la 

force  perturbatrice  et  relatives  à  Tépoque  de  2000, 
on  a  trouvé 

jy  =  ^.o',ooo245o56, 
cTn  =  —  t.o',oooof8^76, 

en  ajoutant  les  coeûiciens  du  temps  dans  ces  expres- 
sions aux  valeurs  de  -^  ^^  ^^  "T   calculées  pour  la 

même  époque,  on  trouve  pour  les  valeurs  de  ces 
quantités  jrelatives  à  2000 , 

%  =  —  o",ooi6529, 

-^'  =    —   25^252521; 

de  là,  on  a, conclu  pour  un  temps  quelconque  t, 

\ 

n  =  n  —  <.  22*^,932028 — ^*«  0^00160247  f 

y^zssy  —t. o", 0000 1 5766 — r  ^ •  o%ooooo8 1 645 . 
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Les  valeurs  de  >  et  n  dans  le  second  membre  se 

rapportent  à  1800. 

Au  moyen  de  ces  expressions,  on  a  calcule  les 
valeurs  de  c'^,  c^,  a>'%  o'',  5^  et  lî,  pour  les  époques 
de  a5oo  et  de  aSoo,  et  à  l'aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  23oo , 

à'V^  a=x  0,0001549381 
a'^P'^sss  0,001005597, 

f 

et  pour  adoo, 

a^P,^s=  o,ooo5ia547f 
a^P'^^rz:  0,00094  r 940. 

De  là ,  on  a  conclu  par  le  u''  Ç6 , 

«^  ^  =  —  o,oooooo583557  ^ 
à^ -jT  ==    0,0000000126455, 

<3^^  SS5      0^000000000057499  f 
^^  -^  =      0,000000000147028. 

Si  Ton  suppose,  n»  66, 


P.=  P  ^ 


2^ Zd'V 

•    •  •  •  i 

on  aura  donc ,  d'apràs  1^  vdlisun^  préoédeis^tes  , 


j 
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a'P,  =  —  0,000046507, 

a^P',  =         o^oo  1 1 44^78  f 
dP 

a'  -^'=  —  o,oooocfo4a4589 , 

ii"^  -j-'=        0,0000000231575, 

£f»P 
a''  -~=        0,000000000057492, 

à'  ^'=         0,000000000147028. 

La  partie  de  <f(^''  qui  est  divisée  par(5n^ —  ^w'')*f  » 
pour  expression 

-(  ûtP,  + 1  a^-gj-  -f-  --  «^-^  jcoi(5f*t«-i/i'vt+5|t-aitT). 

En  réduisaot  cette  fonction  en  nombres,  on  aura 

4-(49'',o887io— «.o*,45oo95+««.oVoooi987ft>508(5/iv«— 2«»^«+5i^-ai'^)« 

Pour  calculer  la  partie  de  la  valeur  de  cTt^^  qui  a 
pour  diviseur  5/1^—271*^,  il  faut  déterminer  les  dififé- 

rences  a*'  j-^, ,  a^"  j-^ ,    qui  entrent  dans  la  for- 
mule (I),  n**  58;  on  trouve 

^   "dS^  =/w'.5o,227i4,    ^^"^Tv  =  w\4,i3i73  , 
"*  15î^  =w\65,7587o,    a"*^^  =  w\6,75963  ; 
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d'où  Ton  a  conclu 

a^^  -^  =  m'. o, 00^3331 5, 

a^*  T-7^  =  m^.o,oo63o36i. 

La  partie  dont  il  s'agît  a  pour  expression 

En  la  réduisant  en  nombres,  on  trouve  cette  fonction , 
en  1 8oo ,  égale  à 

—  1 6",  353864  sin  {5wt  —  ^n'H + Se  —  26*') 
•+-   6",o5299i  coô  (5/j'<~  :kn'H  -+-  Se'  —  26»"). 

On  a  trouve.de  la  même  manière  pour  2000, 

dà^  =  m^.  0,00235825, 
a^*^^  ==  m\o,oo6i2383; 

la  fonction  précédente  à  la  même  époque  sera  donc 
égale  à 

—  15^887450  sin  {SnH  —  2n'H  +  5i'  —  2€'") 
+   6",i  17461  cos {SuH  —  arûH  +  5g"~  2€^0; 

d'où  l'on  a  conclu ,  pour  un  temps  quelconque  t  à 
partir  de  1800, 

,   JV«»  =i—  (i6",353864  —  t .o«,ooa33aO  «n  (5/in  —  an'^t  -f-5iv  —  ai«v) 
4- (  G*,o5299i  +  f . o*',ooo3aa4)  cos(5«n  —  a/i«'«  H-5iV  —  2,«t) . 
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La  graade  inégalité  de  Jupiter  contient  encore 
parmi  les  termes  qui  ont  5n7 —  271'"  pour  diviseur,  le 
suivant  : 

—  ie''/i  sin  (5/iV  —  2n'H  4-  5i^  —  ^e''  —  a>*^  +  cT). 

Ce  terme  est  celui  qui  résulte  de  la  variation  dépen- 
dante de  l'angle  5^1 — 2n'''t  de  la  longitude  de  l'épo- 
que dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  ;  on  peut 
aisément  le  réduire  en  nombres.  En  effet,  l'inégalité 
de  Si^^'^  dépendante  de  l'angle  5n7t  —  5n^^t  est  à  très 
peu  près,  n""  38 ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui 
ont  Bti'  —  2w'^  pour  diviseur ,  égale  à 

ah  sin  (Bri't  —  Zn'H  +  56^  —  Se*'  +  S")  ; 

on  aura  donc,  n»  loi, 

h  =  8o%57468,       cT  =  —  58^1 1'34". 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  e^"  et  de  a'^, 
rapportées  n"  88,  on  a  trouvé  pour  la  valeur  de 
l'inégalité  précédente,  en  1800, 

En  calculant  la  même  inégalité  pour  2000,  on  a 
trouvé 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  t  quelconque ,  à 
partir  de  1800, 

JV«T  =  (o'',685a4o  —  f  .o",ooo4g59)  sîû  (Sn^t  —  a««T£^5gT—  a^ir) 
—  (i*,8i5a95  + 1.0%0000639)  C08  (Sn^t  —  a/i«^«  ■+  5i^  —  2i«^). 

Considérons  maintenant  la  partie  dé  la  grande 
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hiêgMté  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  pour  la  déterminer 
il  a  fallu  calculer,  d'après  les  formules  du  n"  4^  9  les 
valeurs  des  quantités  M^""^,  M^'^,  etc.,  pour  les  deux 
époques  de  1800  et  de  2000.  On  a  trouvé  : 


Pour  1800, 

Pour  aooo. 

fl^MW  = 

0 , 00000093 3o38 , 

a^MCo)  = 

0,00000094741, 

n'rliCO  -= 

— .  0,000006673740, 

d^M(0  = 

—  0,000006673710, 

«»M(«)  Œ 

o^ooooi7$cg96y 

aTM<»)  *= 

0,00001716161, 

«▼MO  = 

—  0,00001939799, 

a^M(3)  =: 

—  o,oooo« 931456, 

d^MtO  == 

0,00000785010, 

a^m^  = 

o,ooooo75o368. 

«▼M<*)  n^- 

O,oûooot36oo8, 

a»MP>  = 

0,00000130914» 

fl^NC)  = 

—  0,00000007*59^6, 

«▼NO  =* 

—  0,000000073747, 

a^NC)  = 

—  0,0000001983338, 

a^NC)  :;= 

—  o,ooooooo55655, 

a'NO)  = 

—  0, 0000000703 i5, 

a^NO)  = 

—  0,00000007793, 

a^m»)  = 

o,oooooo35853o. 

a^NCO  = 

0,  oooooo35853o, 

fl^NCO  = 

0 , ooooooooo5 I 449> 

fl^NCO  = 

0 ,  00000000060877, 

«T]N(0  =. 

0 , 00000000 I 5549 I , 

a^N(»)  = 

0 ,  00000000  i565oo. 

En  vertu  de  ces  valeurs ,  on  a  trouvé  n°  4^  9  P^^* 
1800, 

a^Q  =  0,0000074957, 

a^Q'=  0,0000091388, 

et  pour  les  mêmes  quantités  en  2000 , 

a^Q  =  0,0000081559, 
^yQf  jjj-2  0,00001)87656; 

i3e  là  on  a  conclu 


a^ 


O' 


dt 
d^ 

dt 


o,ooaooooo55oo7 , 
~  0^00000000  i866a5, 


j 


DD  SYStÈME  DtJ  MONDE.  ^^ 

et  par  suite  ^ 

(&n^!!an'^)^  =  ~  o,oooooo5255i6. 

L'expression  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter,  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coeffi- 
ciens^  est,  d'après  les  n**  ^i  et  4^^ 


en  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  en  vertu  de 
l'inégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

+  (  8^49861  4-«.o*,oo349898)co8(5n^«  —  a/i'n  +  5i^  — !•'▼)» 

Enfin^  j'ai  déterminé  la  partie  sensible  de  la  grande 
in^alitë  de  Jupiter,  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice  ^  par  les  formules  des  n"^  5j  et  suiyans. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre  i^  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente.  Considérons  dotic 
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uniquement  son  premier  terme;  on  a,  n«47^ 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  cTi^'"' ,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  efR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumens 
des   termes  que    l'on    a  conside'rés,   soit    égale   à 

5/^^^ 2n'^t,    et  que  la  somme  des  exposans  des 

excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a  trouvé,  de  cette  manière,  les 
résultats  suivans. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Sn^t —  2n*^t  et  zéro  c 

On  a  calculé  ensuite,  relativement  à  Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice, qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées ri**  57 ,  la  précédente  exceptée ,  et  l'on  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  ^inégalité  de  Ju- 
piter, au  moyen  de  l'équation  de  condition 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  aura 

^     Z-^  =  0,4063780 ,  '  m*^  —  m^  =  0,000664097  ; 

l'équation  précédente  devient  ainsi. 


r*- 
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<^Ç'*  +  0,406578  ^C  +  0,000269874  r  =  o ,    (a) 

^^  désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  mojren 
mouvement  de  Saturne ,  relative  à  l'argument  de  la 
grande  inégalité ,  et  dépendante  de  la  première  puis-  * 
sance  de  la  force  perturbatrice;  cette  quantité  esta 
très  peu  près  égale  à  la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Saturne^ 
qu'on  a  ainsi 

f '^  ss  —  agoi •,79929  sin  (Sn^t  —  a/i*n  -f-  5«'  —  nt*^) 
—    i5o*',5a476  co»  (5aH  —  a/i  *▼«  4-  5t^  —  a«'^)i 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  cT^^  la  partie 
relative  à  la  combinaison  des  argumens  Sri't  —  2n^^t 
et  zéro,  on  trouve  même  théorie , 

—  34^<^4I^  c^»  (5«^«  —  ^n*U  -f-  6i^  —  ai«v)i 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (à) ,  on 
en  conclura  pour  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  cT^'^  : 

a*,587449  «in(5n^f — an»  ▼«-fSi^-ai»  ▼)+!  S^.gao  i  ©4  cos(5/i^l-a«  '  ^^-f-Si^-ai  *  ▼) , 

En  réunissant  cette  parité  de  «T^'^  à  celles  que  nous 
avons  déterminées  précédemment^  on  aura  pour  sa 
valeur  complète  ^ 

/(;«▼  =  0^69408  sin  (5rm  —  ^n'^t  +  $•▼  —  ai'  ▼) 

j'ai  trouvé  par  le  calcul  direct 

/^«T  =  3",73539  sin  {5nn  —  a»«'«  4-  5«'  —  »««▼) 
-t-i4*,7aooa  cos  (Snn  —  a/i»n  H-  5«^  —  ag'v), 

valent  qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Il  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
l'expression  de  la  longitude  de  l'époque  des  inéga-^ 
lités  du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépens 
Tome  III.  ^         39 
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daiites  de  même  de  l'argument  de  la  grande  inégalité. 
En  rédaisant  en  nombres  les  formules  du  n"*  64  # 
on  a  trouvé 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à  la  précédente  dans 
Fexpression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  aura 
donc  ainsi  pour  la  valeur  totale  de  Tinégalité,  que  le 
carré  de  la  forcé  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice  ; 

/i/>Yssa',oo435«in  (5nn  — 9»»n  H-  5iV  —  at»^) 
-|-i4*»478o4  cos($nU  —  art»T«  +  5f'  —  at»^). 

Si  l'on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer, 
on  aura  pour  sa  valeur  entière 

•  --  \j    (ii84*i775!i5-«o*,o!io749 — «•o",oooo7793o)«m(5/»n-a/i»n-f-5t^-af«^)  \ 
(ï-tTav| ^   {76f,a6543-to*44(5oia-H«o%ooooi987a)cas(5»vt-a«'n-f- 5«^-a««v).  j 

En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul,  par  la  méthode  du  n*  %6,  on  aura  la  suivante, 

(1  -f-/*^)  (n87'',a4735  —  1 0^04844957  +  «•  o*,oooooaa6o6a} 
X  sîn  {5nH  —  a/i«^£  4-  5i^  —  ai'^  -f-  S^io'SQ"-^  1 76*,a77oo  — «•  a^,ootfl6ao). 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l'a  vu  no  29,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter. 
L^  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité ,  qui  a  pour  expression 

a(5»v-a»'0*\  mvl/î^  /i— a«'*PP'coi»(5»T|*-aii«n-f-5f^-'af»^)»    J 
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(hi  pouirait  réduire  cette  fonction  en  nombres  au 
mojen  des  valeurs  de  a^P  et  a^V',  qui  ont  été  deteiv 
minées  précédemment;  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  <{ui  en  rendra  le  calcul  plus  facile.  En 
effet,  soit 

l'expression  de  Finégalité  précédente ,  réduite  en  un 
seul  terme,  en  comparant  ces  deux  valeurs,  on  aura 

H*cos2A=:F*— P%     H»sin2A  =  — aPFj 

d'où  l'on  tire, 

H=  V/F+IF,     et     tangA  =  — p. 

Or ,  la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a  pour  divi*- 
seur  (Sif  —  %TÙ^Y ,  et  qui  ne  dépend*  que  de  la 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  peut 
prendre  cette  forme 

r^,"      ,"  sin  (5m  —  an' V  +  Se'  —  ae"  +  A). 

Si  donc  on  nomme  K  le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et  Sift  —  ^n*^t  +  56'  -^  26*^  +  A  ^  son  argu-- 
ment,  comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
{5if — an^^y,  forment  la  partie  principale  delà 
grande  inégalité,  on  aura  à  très  peu  près  pour 
l'expression  de  Finégalité  dépendante  du  double  de 
l'argument  de  la  grande  in^alité, 

— jr   i ■   — i  sia  (  double  de  Targninent  de  la  grande 

'^^V^*''  inégalité)* 
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cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  l'inégalité 
suivante , 

-- 1 2",  a  1 854sin!i(57i7— 271*  V+5fc^— a€*'+  S*4o'59'0 , 

l'expression  de  cTp*^  contient  encore  l'inégalité^ 

4-  f  e'^A  sin  (5/1^^  —  IçrCH  +  5e^  —  46"  +  a>*'  4-  cT) . 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
Texcentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  Tanglé 
^vlt  —  :xnt  dans  le  terme  |  e*sin  {pnt  -f-  2€  —  ioù)  de 
l'équation  du  centre  ^  xM"  56  ;  en  la  réduisant  en 
nombres^  d'après  les  valeurs  précédentes ,  on  aura 
celle-ci  > 

+  9%70i6iosin  {SnH'—^n^H'\-SC—ifi^^—l^fVS^'). 

Nous  nous  sommes  contentés,  dans  le  n^  36,  de 
considérer  les  variations  des  deux  premiers  termes 
de  l'équation  du  centre,  et  nous  avons  supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por^s- 
ter  plus  loin  l'approximation,  considérons  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  Jupiter ,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne ,  le  terme 

-f-  Il  e'^  sin  (^n^H  -f-  36'^  —  5a>''). 

En  augmentant  l'excentricité  e'^  et  la  longitude  â>'^ 
du  périhélie  de  leurs  variations  J^e'^  et  ^œ^^,  il  en 
résultera  la  fonction  suivante, 

£3      ,  f  d^e"  sin  5 (»' V  +  «."'  -  «")  )      ,. . 

4  1  —  «'"«Tû*"  sin  5  {n"t  -f.  «"  —  <»") .  j      ^"^ 

Si  Toa  ae  considère  dans  «Te'*  et  (Tw** ,  que  la  partie 
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de  leurs  valeurs  qui  dépend  de  l'angle  5Ti't  -r—  a/i* V , 
on  aura,  u?  56, 

e'Vû)'^=—  jKsin(57»^^— 2»'^H-5ê^-r-26*'-r-û)'^+A), 

en  désignant,  comme  on  Ta  fait  précédemment,  par 
Ksin  (5/iV  —  5n'H  +  5ê'  —  5t''  +  A)  Knégalité 
du  mouvement  de  Jupiter,  qui  dépend  de  l'angle 
5/iV  — 5/2'V.  La  fonction  (b)  devient  donc  ainsi, 

^e*'*K sin  {5nH  —  5/î'V  +  5fe^—  Se'^-f-  aa'^  +  A)  ; 

ou  bien ,  en  substituant  pour  K  et  A  leurs  valeurs, 
,3 

Cette  fonction  réduite  ei^  nombres  donne 

•4-  o",6o744sin  (5n'^^— 5nV+56"— 56^+  55^56'22")î 

en  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante , 

+  (i  ^fi^)  i",i57972  sin  (5n'V  —  5n^^H-5€"— 56^), 

qi^e  nous  avons  trouvée  précédemment ,  et  qui  est 
indépei^dante  des  excentricités ,  on  a  celle-ci  : 

H-  (i  +  /*▼)  i'',687866  sin  {Bn'H  —  5/i^«  4-  5««^  —  5it H-  la»  n'  39"}. 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore,  n"*  55, 
l'inégalité  suivante , 

■r  ;== — ~ — ^HK8m(ionTf— 5«*v«-fioiV  — 5f»^-4-A-f.B). 

Ep  réduisant  en  nombres  cette  fonotion  au  mpyen 
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<les  Tâlenrs.  précédentes  de  H^  K,  A  et  B^  on  trouve 

3",78o78isin(iowV— 5/î'V-hioi^— Se"— 54*5o'35"). 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  peut  encore  in- 
troduire dans  Texpression  de  la  longitude  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  quelques  autres  inégalités  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  vertu  de  la  commensurabilité 
approchée  de  leurs  moyens  mouvemens  ;  ces  inéga- 
lités sont  en  général  très  petites,  mais  comme  les 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
d'autres  inégalités  déjà  calculées,  elles  pourront  sa- 
jou ter  à  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
l  les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 

vante. 

Nous  avons  vu,  n»  85,  livre  II,  que  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 
dans  l'expression  de  J'v^",  les  inégalités  suivantes, 

+  e'^  G  sin  (/4-  n'H  +  e'^  —  co'^) , 
;  +  e^H  sin  (/-f-n'V  +  g*^  — û)^), 

r 

'  où  Ton  fait,  pour  abréger,  i(ri't — /l'^^-f-é^ — e*^)z=zj^ 

Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  J^c'^  les  iné- 
galités suivantes, 

•+-  ie^R  •iii(/+ii'T£+t«^— «•▼)  ■—   e^im^n  co»  (/-f-n «▼«+•«▼-<»▼).  f    ^^' 

Si  dans  les  variations  des  excentricités  et  des  périhé* 
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lies  de  Jupiter  et  de  Saturne  ^  on  nV  égard  ^!auK 
termes  dépendans  de  rallument  de  la  grande  inéga- 
lité f  qui  en  fonneut  la  principale  partie  ^  on  aura  ^ 
n*  36, 

S'e'^  =  —A  co&{SnH  —  m'H  +  5€^  —  2€''  +  ^)  ^ 
^.TjN^iT  _  _  jisin  (5n'^  —  an*  V  +  Sé^  —  2€'^  -f  Ç). 

Les  deux  premières  inégalités  (A)  donneut  ainst  la 
suivante , 

«;sin(5/i^^— ?7i'V4^5r— 36''-^.lwî''^~6'H^ 

Nous  ayons  vu,  v!"  58,  que  l'inégalité  dépendante 
de  Tangle  BrCt  —  Zn^'^t  avait  pour  expression  •  • . 
2Â  sin  (5nV  —  Zn'H  +  5€^—  56'^+  où'^'+C)  ;  en  la  re- 
présent£^nt  donc  par  Ksin(5nV — 3n"H-5g'— 3€'^-f-A)^ 
l'inégalité  précédente  deviendra 

— sin(5/i^^— :î/i'^^+  5«^—  3g»^~/— w' V— g'^+A). 

On  démfQUtrerait  de  même  que'  si  Ton  désigue  par 
K'  sin  (4/1^^  —  2/1' V  +  4g^—  2g*'  +  A') ,  l'in^alité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  Tangle 
^li't  •^—  2rûHy  le  trcmième  et  le  quatrième  terme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l'expression  de  cT^'^, 
l'inégalité  suivante , 

K'H 

sin {^nn  —  a/i*n  +  5fV ~  a««v ^f^n^^t  ^  •»»-+.  A')-       (B) 

Cela  posé,  considérons  les  principales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  plus  consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  cb$:  simples, 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes , 
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--i5a",596oosin(2nV—  «"«4-21'—  •"—»") 


-—  42",6o448sin(5/îV— 2»'V+5«'--2f"— a»")  ''  ^^' 
H-  81",  i4470siiï(5wV— 2/i'''<-f-3f'— 2»"— û»'). 

Si  Ton  donne  à  la  première  de  ces  inégalités,  cette 
forme 

r-  ^^^'^^'^  e.»sin  (2»V  —  /i'y«+  2i''  —  8'»  —  <?"), 

çt  qu'on  la  compare  ensuite  à  celle-ci 

.  +  ç'tG  sin  (/+  n'H  +  «▼  —  a»"»), 
on  aura 

G=— i?H^î^,    /=2nV-2n'r/+ae'~2f^ 

L'inégalité  de  JV"'  dépendante  de  l'angle  5n'^— 5»*'<, 
est  égale  à 

r-i6i%  i4957sin(5»'^— 3/i»^^+5«^~5f ''— 58^1 1'34"); 

ce  qui  donne 

K  =  ^  161^14957,    A  =  ^58*ii'54%- 

on  aura  dqnc  dans  cTt^'^  l'inégalité  ^^ 

ï3a%596oo  ,g,*  ,^^^  sj^  (3^^^  -  ««n  +  3iT  —  .«r  -  58^  1 1< 34*). 

Pe  même;^  si  l'on  met  la  troisièpoie  des  inégalité  (o), 
30US  la  fpnne , 

-  4£i^  e--  sin  (3/iV  ~  w'^?+  3f- :ir- c?"); 
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«a  la  combinant  avec  l'inégalité 

— 161",  i4957sin(5w^^-5/i'V+5i^— 56'»--58*i  i'54'% 

on  aura  la  suivante 

42',6o448 


2e 


.,      .  i6i",  14987  sîn(37i^«  +  ai^—58*n'54'). 


On  verra ,  dans  la  théorie  de  Saturne^  que  le  mou<<* 
vement  de  cette  planète  est  assujetti  à  l'inégalité^ 

r-652",5866osin(a/2»'^<-4n'^4-26*'-4r+59^54'4').(m) 

Nous  avons  représe^té  par  —  K'  sîn  (an* V  ^ —  4^H + 
3g'^—  4^^  —  A')  cette  inégalité,  ce  qui  donne 

K'  =  652^5866o,    A'=  — 59*54Y- 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  Fexcen- 
tricité  de  Saturne  peut  prendre  cette  forme, 

S4%ioi9o^^^.^  ^^^^^  ^  ^,^^  ^  ^^^  ^  ^,^  _  ^^^  ^ 
ce  qui  donne 

l'inégalité  (B)  dçvient  ainsi, 

—  ^^"''^J^  .65a',5866o  tin  (ii«n  — 3/in  +  iit  —  3«t  4. 590  34' 4"). 

I^nfin,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  s'écrire 
ainsi. 


^^^^21^32  e^  sin  (5n'r~  an'V  +  5e  ^  2^  —  a^)  ; 
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et  combinée  avec  l'inégalité  {m)  ^  elle  ftonnerai 
celleHri , 

+  Ëlld^TS  .652",5866o  sin  (anH  -f-  at'—  59'54'4'). 

Si  dans  les  fonctions  précédentes  on  substitue  pour 
e*^  et  é^  leurs  valeurs  relatives  à  i8oO|  on  verra 
qu'il  en  résulte  dans  J^p'^  les  quatre  inégalités  sob 
vantes , 

i",07547sin  (5nV--  n'V  +  5f'—  i'^—  58*i  i'54"), 
•  +  o^57658sin  {an't  -f  ae^  —  58«i  i'54'O  , 
+  i",59957sîn  {Zn^t  — 7i'V+  Se^  —  6*^— 59*54'4"), 
+  2'',286o7sin  {atiH  +  2«^  —  59*34'4''). 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes ,  que  nous  avons 
trouvées  précédemment  et  qui  dépendent  dea  cariés 
des  excentricités , 

(1+/*^)  ^_  5^,3363*Ô8H«  (iwTt •ha*»  4  i5»  56'  ii4*),  i 

donnent  celles-ci , 

/  ^    T^  ^     9^49947  "n  (3nn  -  ««^t  4-  3,t  -.  ,.t  +  69-45'  i")  ) 
^i-h  /*  ;  ^_ 5*,44i9ioHn (a/ïV«-#.  at^  +  430 55' 9*).  f 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  de  Jupiter.  On  a  vu  n^  58,  que  les  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

__  4m^n"^aw»       p  gin  (5^»^  —  are"<  +  5e'—  3«")  j 
5/»'— an"  t-f  P'  cos  (5»'<—  an"<H-5«'  --  3«")  » 
—  eh  cos  (5ii»<  —  an"t  +  5e" — 2«'  —  »"  •+•  «Jl^) 
+  eA  cos  (5nV  —  4n"<  4-  5«'  —  4e"  +  o"  4-  «f)- 


\ 
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Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  les  deux 
inégalitës  suivantes^ 

•   ^_.        .  I  —  o,oooîi9i707  coi  (Sn^t— aii«n+5f^—  it'^— r 9» 3a' 43*)  î 
— v'"^''^  4-f-o,oooo967593cof(5jin-H(»«v+5i^— 4t'^— 69»i4'47^,| 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude.. 

I  o  X  •  Par  les  formules  du  m  gS  du  livre  II,  on  trouve 


en  désignant  par  11'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  Forbite  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter. 

Il  résulte  du  n""  40  /  ^^  l^s  termes  dépendans  des 
produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des 
indinaisons  ajoutent  à  l'expression  de  la  latitude  de 
Jupiter  la  quantité 

aa'T/i'v     f       ^T^NO)  sin  {5nn  —  3n»n  -f.  5t^  —  3i«^ — n  —  •▼)     1 
5/iT  —  M'y  \  +  c»T>NW  «in  (5/»n  —  3i»«n 4-5«*  —  3»»t —n —•«?).  j 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  trouve 

J^J«^==:II'^598645sîn{3n''^-5?^V+56'^-5^-+-5o•i6^'0• 

Les  équations  {/)  du  n"*  54 ,  en  substituant  pour  J^p 
et  J'q ,  leurs  valeurs  donnent  les  deux  suivantes , 

J'<p'"sina»^H-(p*^cosa'^cra'^= >»]i^fl"  jn^ 

J)p«"cosa'^— ^•'sina"Jk''=- ^V^^'  n  . 

les  quantités  cTlI  et  cT^  étant  déterminées  par  le 
même  numéro.  L'angle  à^"  dans  ces  équations  est 
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comgté  de  l'iatersection  commune  des  deux  orbites; 
il  faut  doQÇ  en  retrancher  l'angle  n  pour  que  cet 
angle  soit  compté  de  l'origine  ordinaire  des  longi-< 
tudeSy  n  étant  la  longitude  de  l'intersection  de 
l'orbite  de  rn^  sur  l'orbite  de  m^^.  Les  deuiç  é<}uations 
précédentes  donneront  ainsi, 

/^«t = —-j: — .__  [/^co»(n— ««T)—  y  fn  «in  (n—  ««▼)], 

Si  l'on  substitue  pour  J'y  et  yjll  leurs  valeurs,  n*  54, 
en  n'ayant  égard  qu'aux  variations  séculaires,  les  coef-? 
ficiens  du  temps  t  dans  ces  expressions  seront  les 
parties  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ajoute 

aux  valeurs  de  -^ ,  et  •^.  En  réduisant  les  for- 
mules en  nombres ,  on  trouve  la  première  égale  à 

—  o'',  000073576, 

et  la  seconde  égale  à 

o",ooo8ii39. 

En  ajoutant  ces  quantité,  la  première  aux  valeurs  de 

-4-  et  -^—  ,  la  seconde  aux  valeurs  de  -A-  et  -—: 
4t  di    ^  dt  dt 

du  n*  91  f  on  aura 

^'  =  —  o",0742o6, 

^  =  —  o",2îo876, 

^  =        6^178457, 

/^'=? -15^640671. 
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.**. 


CHÂPltRÉ  XVIII. 


Théorie  de  Saturne. 

102.  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter,  ce  sont  les  plus  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L'équation  du  maximum, 

J^r»^  =  —  -^  (i  —  «•)  JV'S 

que  nous  avons  trouvée,  îi*  loo,  pour  Jupiter,  de- 
vient relativement  à  Saturne , 

Si  l'on  prend  pour  r''  et  r"  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil,  et  qu'on  suppose 
J'V^sifci^on  aura 

J^r^  =  2p  0,000436191. 

On  pourra  négliger  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous 
de  o,ooo44*  Nous  négligerons  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  qui  seraient  au-> 
dessous  d'une  seconde. 


!.. 


^JV"* 
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InégaUUs  de  Saturne,  indépendantes  des  excentricités. 


/(»▼=  (!+>«▼).' 


+(i+f*'0< 


3",i95964  fin 
.— 3i»  887i5i  tin 
1—  ^''yGfTgao  lin 
,—  l'^yggoSoS  sin 
1—  o*,7o5754  «m 

—  o'',a74i7i  nn 

—  o",!  17744  »in 

io',o66873  «in 
)— i5*,73iii8  sin 
I—  i",553485  sin 

—  o',34a838  sin 


3(ii»^f 

4(w« 

7(ii«n 

3(n^'f 
4(»"« 


l|T|  ^.  gtr 

«▼t  -f.  ilT 
«T|   ^   ,»▼ 

«▼t  H-  •«▼ 
»▼*  4-  •*▼ 
tift  4.  •»▼ 
»▼«  4-  %*" 

!,▼£  -f-  1^' 


/r^=.(i4-ft"^) 


.  1 4-  o,( 
I4-0, 

4-(i4-/*-).{i;; 


0,0039566930 
oo82$570oo 
0014011300 

—  0,0000149803 
0,0004399541 


cos    (»«▼«  —  nn  4-  s'^  —  s^) 
cos  a(/i'n  —  nn  4-  «'^  —  s^) 


} 
} 


Jnégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen- 
tricités. 


/,/T=(l4.  ^«^), 


r— 1 1'',637937  sin  (  nf U  4-  s'^  —  a^) 
4-  i*,5i76o*o  «n  (  «'▼«  4-  f  »▼  —  »«^) 

—  a*',o8747o  sin  \in*n  -^    rft  4-  at'^  —    §▼  —  •▼) 
4-  2*,7iii4a  sin  (an«Tt  —    nU  4-  at'v  —    §▼  —  ««▼)] 
i—  o*,l88i83  sîn  (3n'^f  —  a/i^  4-  3i'^  —  «!▼  —  »▼) 
l—  é",a3638i  sin  (3n'^<  —  aiî^l  4-  3t«^  —  at^  —  •«') 
1— (i  84",  i4a338— /o*,©  1 02357)sin(a/i^*-»«  ▼i4-3i^-t*^-«^) 

4-(4a3",oi788o4-<o*,oi4o3o3)8in(aii^«-n«^«4-2i^-i'v-«")| 
4-34",7o4748  sin  (3/i^t  —  an'^f  4-  3«^  —  at'^  —  »▼) 
— i7",9o6457  wn  (3«n  -^  an»n  4-  3f^  —  at«^  —  •«▼) 
[4-  4",85aoi5  sin  (4n^t  —  3/i«'«  4-  4^'  —  3f«^  —  »▼) 
a",47oai3  sin  (^nyt  —  3/i»^«  4-  4»'^  —  3*'^  —  »"]| 
j",4ia4ii  sin  (5/i^t  —  4/i'^«  4-  5t^  —  4f«^  —  •▼) 
|—  o'',7i35i9  sm  {5nn  —  4««^«  4-  St^  —  4t'^  —  •»^)1 
14.  o\5i48i4  sin  (6«v^  .—  5«»n  4..  6^  --  5i»»  ^  •▼) 

—  o*,a6o"76  «ni  (6n^<  —  5n«'<  -f*  6i^  —  5i»^  —  •«▼) 
4-  o'',ai86o7  sîn  (71m  —  6a'n  4*  ^t^  —  6s«^  —  »▼) 

—  o'',io8875  sin  (7/1  ▼«  —  6»»»»C  4.  ^i»  •*  $|iv  ^  «av) 
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^(i+#«^«)' 


—  i^oQQioS  «n 
•^io%givjQi2S  tin 

L  3',oo53i3  sin 
I— i8'',4>io93  fia 
-f-37''f3379oo  ftîn 

-  o*,6o8o43  sin 
|—  0*98^3774  •in 
f—  o'yaoSgSS  sin 

—  o*,73a493  »in 
'+'  i*,654o77  «in 
^4-  o*,i  57021  un 


3«^'e  — 

3ii"t  — 
4nTt^  — 

!»▼«  — 
3«^t  — 
4/iTt  •— 


,▼1  —  «▼) 

•▼«  —  •▼«) 
»▼«  4-  ar 
nn  +  a«v 
an^t  4-  3iv 
anH  -h  3«^ 
3«»«  +  4tv 
3/i^«  +  4fT 
4/»^t  +  5i^ 

anv»«+  3iT 
3»^«£+  4«^ 


•▼  - 

a,T  . 

3t'- 

3tT. 

afTi. 

3iV«. 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités   et  des 

inclinaisons  des  orbites. 


En  yertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  a(7i^*^7i'^)-^an^ 
difiete  peu  de  -~72;  il  faut  donc  y.  n*  84  ^  considérer 
l'inégalité  dépendante  de  langle  nn^H^^/^H,  Par  la 
formule  (A)  du  n^  cité,  on  a  trouvé  pour  x8oo  cette 
inégalité  égale  à 

et  pour  aooo  la  même  inégalité  devient, 

—  644^95344  jiin  (w»«n  —  4a^«  -f-  »*«▼  —  4i^  -K56»  1 1'83*)  ; 

d*oii  l'on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque, 

^v  s=3  —  (1+  /»«▼)  (65a%58669— »  o^oSSiGS)  tin  (a/i'^t  —  4/it«  4-  a»'^—  4|T 

+  59*34'4*  — r6o*,76). 


Les  autres  inégalités  du  mouvemeQt  de  Saturne 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai^ 
àons,  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n""  54; 
on  a  trouvé  ainsi 
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!—(55*,5i470  —  t  o^ooo36643)  «în  (ZnU  —  n'n  +  3i^—  •«▼ 
+  84-7'57--r3r,55) 
4-  a8*,888eo  sin  (»«▼«  —  n^'i  4- 1'^  —  *^4-  83»  57'46') 
—  a*,9744i  »m  (5/i^«f— 3/i«u-f-  5«^—  3i«»— Sg»  la'  33* 
.    f       !i*,o9io48m(3n^'«— 3»^«  -|-3i^«— 3t^— 66*55'a9*')) 
+(i-*-f*^';.|^3^j#gg3g^,in(3/»^'r—  n^t  +3i^'—   •▼— 87»a8'7*).  j 

$n^  —  7i*^  étant  une  fort  petite  quantité ,  cette  cir- 
constance rend  très  sensible  Tinégalité  dépendante 
de  Fangle  5îft  -^^  /}' V.  Cette  inégalité  a  été  calculée 
par  les  formules  (A)  du  n*  34  ;  comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d'exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

Si  Ton  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
ri^t-^n^^t  et  de  Sn^^  — 3»*^^  avec  les  inégalités 
relatives  aulc  mêmes  argumens  et  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  aura  pour  leur 
somme, 

+  (i  -4-  A**0  a9*',39700  im  (  n*n  -  «n  +  •«▼  —   •▼  -f-  77°  45' olS") 
—  (i  -f-  f*^")   a^o%4I  «tt  (in^'t  —  inH  H- 3i'»  —  3§^  -f- 690  e'  19*). 

on  a  ensuite ,  relativement  au  rayon  vecteur , 

! -f-(o^  01 479844— <  0,6000007337)  co*(a»«^f«'4n^<'+at"''-4«^ 
+  59-^9--*63-.îi4) 
—  o^ooii857tco8(3nvt  — ««▼«+3«^  — •«♦— go^ia'Sa") 
—  o,ooo5692i3cot(  n«n— n^t  -f-  •«▼—•▼  -h  83«  aô' 3îi'') . 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à  celle 
()ui  est  relative  au  même  argument  et  qui  est  indé- 
pendante des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  la  suivante , 

(i+)x'^)o,oo762657  cos  (n'^Z— 7iV+6*^— 6^— 4»  1 5'8")- 


J 
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brande  inégalité  de  Saturne,  dépendante  dit  cube  et  des 
cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

La  partie  principale  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne, est  celle  qui  a  pour  diviseur  la  quantité 
(p^''  —  ^«'^)*  7  et  qui  est  dii  troisième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  du 
premier  relativement  à  la  force  perturbatrice.  Cette 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  est  liée  à  là 
partie  coiTespondante  de  la  grande  inégalité  de  Jupi- 
ter par  réquation  de  condition, 

En  ne  considérant  donc  que  cette  partie  de  la  valeur 
de  j^^'^  et  en  la  multipliant  par  —  —\/^^  oh  aura 
relativement  à  Saturne  > 

— (  ïao'',79567— r  i*',i075773+£«  o",oooo489o)co8(5nn— a7i«vr-f.5jv_2,,y), 

L'«xpression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  >  se 
compose  de  plusieurs  autres  parties.  Elle  renferme 
d'abord  la  fonction  suivante, 


5/i^  —  M»v   1  dp 

pour  réduire  cette  fonction  en   nombres,    il  faut 

d'abord  calculer  les  quantités  a-  ^\  a^^  ^U^<^-^ 

Tome  HI.  •  5o       ' 
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OQ  a  pour  cela  Téquatipa  générale 

d'où  l'oa  petit  eonclure  les  valeurs  des  différences 
a7  -^-7-  ,  a"  -jY    9    etc.  ,    celles    des    diâerences 

a"    .  ^;  ,  «*'  -^-^ ,  etc. , étant  connues.  La  valeur  de 

N^**^  doit  être  prise  pour  celle  de  N^*^,  et  rëciproque- 
n).eut  dans  le  n*  100.  De  l'équation  précédente,  oa 
déduit  d'ailleurs  les  deux  suivantes  ; 

au  moyen  de  ces  formules,  on  a  trouvé  pour  1800, 

û''  ^v  5=  —  0,001  a^oaSa, 

é/P' 
a^»  gjv  ==  '-^  0,004465564, 

et  pour  ranpéf  aooo, 

dP 

«^•^v  =  —  0,001 5 106054, 
a*  ^  «s  —  0,004564999. 

D'après  ces  valeurs ,  la  fonction  précédente  était  en 
1800  é§^le  à 

-f-  49",  39049  sin  (5i»'<  —  3«"<  +  56'  —  2  8") 
—  1 5",496i  5  cos  (5/iV  —  3n'V  -+■  5^  —  a*"), 
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«t  en  90O&  éfple  à  - 

4-  48',' 27821  sin  (5nV  —  2/ï"<  -f-  Bt"  —  as") 
—  i4",49567  cos  (5nH  —  3»"<  H-  5i'  —  ai")  ; 


4'oii  l'oa  a  conclu n  pour  un  temps  quelconque  t,ïai 
valeur  de  cette  même  fonction  égale  à 

(49",39o49-to",oo556i4)sii<5n'<-2Ji"<r|-5<'-2«") 
-<  1 3^,496  i  5+<o",oo49977)co8(5nV-an«"-h5«'-2«"). 

L'expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  con- 
tient encore  le  terme 

—  i  é'K  sîn  {^jft  —  ivTt  -+-  5e'  —  2g^'4.  a'  -f-  S^') , 

en  désignant  par  aA'sin  {J^t — !m'^^-f-4^^ —  ^^'^  '\^)f 
rinégalité  de  ^%  dépendante  de  l'angle  t^U^7n>^t  ; 
d'après  cela ,  en  réduisant  en  nombres  la  cfoaclioa 
précédente,  on  trouve  qu'en  x8oo  elle  était  égale  à 

7^66975  sin  {^nH  —  21»' V  -f-  hi'  —  j«"0  f 
4-  4",68oi  I  cos  {^rft  —  1x0^  1 4.  Si'  —  â«'*); 

et  en  ^ooo  elle  deviendra 

7*,  14086  sin{5w'^  —  %n'H  -+-  5g'  —  2«'') 
4- 5",  1 5755  cos  (Sb'^  —  2»"^  +  5e' —  2  6")  ; 

d'oà  l'on  cxmdut,  pour  un  temps  quelconque  ^^.l'i* 
«Rallié, 

(7'',66975-fo'^,oo26444)sîn(5n'<-2n'^/+5«'-2«*0# 
+  (4'^e8oii+fo^oo22S7i)cos(5rt'/-2«'^/-f-5è'-!î«'^). 

La  partie  de  la  grande  in^lité  de  Satome  dépen- 

3o.. 


ï 


\ 
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dante  des  cinquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  indinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  correspondante  de  la 
grande  inégalité  de  Jupîtef ,  en  multipliant  cèlIe-ci 


'TO'^  l/a" 


par  * —  ^    ^    .--  ;  on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  à 

4-  (îi6*,a5388  —  t  o'\ooiSè^'^6)  sin  {SnU  —  a/t«»«  -h  5f*  —  ai»^), 
—  (ao*,gi3o7  4- 1  o*,o6è6toi6)  co«  (5/in  —  a/i«v<  4-  5t^  ~  ai'^). 

Quant  à  la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne ,  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba-^ 
trice ,  on  la  déteriiiinera  par  les  formules  du  n""  5j. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre  ^  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante, 

a*,  1 7oao8iii(5/in— a/i«n4-5l^— ail  »  ▼)-fo*,à3 1 85  cos(5«^f— an»  ▼t+S*^— a«»^) .' 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente  ;  considérons  donc 

uniquement  son  premier  terme  ;  on  a ,  ^^^  47  ^ 

» 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  J^v^,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  différens  tekmes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  J'K,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumens 
des  termes  que  Ton  a  considérés,  soit  égale  à 
5/|V^ — an'^tf  et  que  la  somme  des  exposansdes  excen- 
tricité et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne  dépasse 
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lias  trois..  Od  a  liMnpvé  de  cette  maiiièiie  les.  résultats 
suivims. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

.'  SnH'^iàn^^t  et  ot 

i3*»o3344MD(5nn->aii*vt4-5tT---af>v>fo^8i669coi(5it^t--vi'vt-f-5i''-at<^). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

^ifV — un^^i  et  n^t, 

— o",896a4«ii(5»^ie— aii«^£4-5t^— ai")— i*,3773ocoâ(5ii^£-in«n-#-5t'-af'^). 

»        ,      ■ 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Zti't  —  M^'^t  et  iinU.  '  ' 

i*,48333«in(5i»'/— a»'^ï+5i^— ii«»}4-3",o434oco«(5»T£— an'^t+Si^—ti»^). 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  des  argumens 
-i  o^J  i\<   ,  m^t-^mn^tet  Zri^t, 

o*,a209isin(5«^<— ^/l'^^z-f-Sf»— ^•«▼)4-o*  ,a3748  cos(5>iti— aii«^£-f  5«^— a»«^) . 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
:.'  .    inHr-n'U  et2n't,'^X^f*  ' 

Inégalité  résultante  de  la  double  comoinaispn  des  argumens 

3n^t  —  n^t  et  T.ri't  —  n*^t , 

3'',4G6o7iin(5»'«— an«v/-f-5i^— a»»  v)— 4o">36a6o  co8(5»»£— a>i«n4-5iv-at«  v) . 

Cette ,  inégalité  a  été  calculée  ep  réduisant  en  nom* 
l>res  les  formules  des  n""  60  et  61  •  On  sait  que  Laplace 
s'était  contenté  de  déterminer  cette  partie  dç  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice; mais  outre  qu'une  erreur  de  signes  rendait 
fiautif  le  résultat  auquel  il  était  parvenu  ^  On  voit  qu'il 
avaita  tort  obligé  plusieurs  inégalités  du  m^me  ordrç 
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que  c^ies  dont  il  aTait  tenu  compte  i^  ef  cfui  doiyeirt 
conconrîr  à  former  la  partie  de  la  grande  isitégalité 
que  nous  considérons  en  ce  moment. 


Inégalité  résultante  de  la  comUmù$09t.par  voie  de  soustrae^ 
tiofi  des  arsumens  ^n^t  —  4'*'^*  et  iin^t-^  2n'^l, 

•*-i6*/)6895hii(5«^£— a/i«^£+5«^— ai»^)-M%959i4co»(5/i^«-2/i«^f-4-5f^-af»T). 

Inégalité  résultante  de  la  cçmfpinai^Off  semblable  des  argu- 

mens  Gri't  —  3/i"<  et  n't  —  n'^t, 

••  ■  •     -  *      .  ■         ....•■'-• 

Inégalité  résultante  de  la  combinaisiKi  semblable  des  argth- 

mens  'jn^'t  —  Sn'^'t  et  nn^t — 3n*^l, 

*-o*,548o8sin(5/i't— a/i  »  ▼f+5f^-a*«  ▼)-+-i  ",«9603  coâ(5»^t— an•▼^4-5f  ^-ai»^) , 

En  réunissant  les  dix  inégalités  précédentes ,  on  trou- 
vera que  leur  scHuoie  ^t  égale  à 

Cette  inégalité  isenrapporte  au  tnoyen  mouvement 
de  Saturne;  en  rédvnjsant  en  ^  nombres  les  formules 
du  n»  63,  on  trouve  pour  l'inégalité  correspondante 
de  la  longitude  de  Tépoque  „ ^. 

— g(',8a477«n(5/i^/— a/1  «  ▼r-f.S»^— at»  ^)—  1  ^oaf>7oco»(5n^£-an  «  ▼<-h5t^-a#"  *) . 

£n  réunissant  cette  inégalité  à  la  précédente ,  on  aura 
la  valeur  entière  dé  la  partie  que  le  carré  dé  la  force 
perturbatrice  ajoute  à  la  grande  inégalité  de  Saturne; 
on  trouve  ainsi  que  cette  pattie  est  égale  à 

En  rassemblant  maintenant  les  diverses  parties  de  la 
grande  inégalité  de  Saturne ,  en  aura  pour  ea  valeur 
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totale  > 

if  5i|f  f  «.^/i  >  Vf  I 
+  (i84^657o4-n>c^a565+£*o^oooo48go)co8|7^"^^     i 

Eu  réduisant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul  y  par  la  méthode  du  n""  5o ,  on  aura 

Cette  grande  inégalité ,  ainsi  que  celle  dé  Jupiter 
qui  lui  correspond;  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction ,  soit  à  cause  de  Tincertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter ,  soit  en  vertu 
de  quelques-^Uûes  des  inégalités  dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  ces  corrections  doivent  être  nécessai-* 
rement  très  légères;  l'inégalité  précédente ,  comme 
nous  Tavons  dit  n"*  65,  doit  s'ajouter  au  moyen 
mouvement  de  Saturne. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  Fexpression  de  la  longitude  vraie  le  terme 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul ,  on  peut ,  comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire  prendre  la  fat*nie, 

-5-  ^ -yzzz —  sin  (  double  de   rargament  de  la  çrande 

»  w«T|/«'v  inégalité), 

H'sin(w'^«  -SnH  4-  21»^  —  5«^—  B')  étant  la  grande 
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inégalités  de  Saturne.  En  réduisant  cette  fonhule  en 
pombres,  elle  donne  Finégalité  sniyante, 

+39",76 1 56sin  a  (5nV— 2/i'^^+5«^— a6'^+5?38'5!2")- 

Parmi  lés  inégalités  du  second  ordre ,  l'expression  de 
la  longitude  de  Saturne ,  contient  encore  la  suivante, 

On  a  f  par  ce  qui  précède , 

K'  =4652",5866o ,     A^  x=  —  59«34*4'%- 

en  réduisant  en  nombres  |1négaIIté  précédente^  elle 
devient 

8^,76570  sin  (9»V  —  /^n'H  +  96^  —  4f^~55^55'52^). 

L^expression  de  la  longitude  de  Saturne  contient  en- 
core l'inégalité , 

^é^h'  sin  {^nH  —  an'H  +  3r  —  21*^  +  â>^  +  J"'), 

2A'sin(47^V— 2/i'^^+46^— 2€''+J')'    ^^^^*  Tinégalilé 
du  mouvement  en  longitude  de  Saturne  dépendante 

de  l'angle  j^^t  —  2n^^t.  Celte  inégalité ,  réduite  en 

nombres  y    était  en  1800  égale  à 

45",8o584  sin  (3/iT^— 2w'V  4-  3r— 2€'^+a9«34'i6'0, 
^t  en  2000  elle  sera  égale  à 

44", 76493  sin  (3/lV—  271''^  +  5f^r-2€«^4T  5  1^52'52'%- 

d'où  l'on  conclura  pour  un  temps  quelconque , 
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Si  dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Saturne 
en  fonction  de  la  longitude  moyenne ,  on  considère 
le  terme 

fi  e^»  sin  (5nH  4-  5r  —  5a') , 

et  qu'on  y  augmente  rexcentricîté  et  la  longitude 
du  périhélie  de  leurs  variations ,  on  s^ura  la  fonction 

il    f.f         «rc^sin5(nV  +  r— 0»')     )    .  . 
4  ^    (— e^cTûf  cos5(»^<-(-r  — û)').   J  ^^^ 

Si  l'on  ne  considère  dans  Se"  et  J'cù"  que  la  partie 
dépendante  de  Tangle  5nH  — •  2n}H ,  on  aura  n^  56 , 

:icre^=— K'cos(5/iV— 2n'V+  56^— .2é'^— a>^-f-A^) , 
aeVa>'^  =  —  K'  sin  (5^v— aw' V+Spé*'— -<»^+ A'), 

an  désignant  par  — ^K'sin(a»''^ — ^4^*^^+^^*^ — 4^ — ^^)f 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne^  dépendante  de 
l'angle  a/i'V  — 4nV. 

En  substituant  pour  K'  et  Â^  leurs  valeurs ,  on  en 
conclura  que  la  fonction  (o)  devient 

—  l| «v«  65a",5866  «in  (in^H  —  2«t/  -f  ^t'y  —  ai». -,  aa^  +  Sq**  34'  4"). 
o 

Cette  quantité ,  réduite  en  nombres,  est  égale  k 
—  4",209a  sin  (aw'f^— an'H-a*"— 2«'—  1 18''42'36")  j 
en  la  réunissant  à  Tii^égaUté 
— .  (,  -f.  (t*'')  3 i",887i5i  sin  a  (n"<  —  ri't+  «"  —  «') , 

que  nous  avons  trouvée  précédemment^  et  qui  dé- 
pend des  simples  excentricités ,  on  aura  la  suivante , 
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G>ii8idérons  les  inégalités  do  secoifd  ordr^ ,  i^ul^ 
tantes  de  la  variation  des  excentricités  et  des  périhé- 
lies dans  les  termes  de  Texpression  de  la  longitude 
vraie  y  qui  dépendent  ôt  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  les  inégalités  correspondantes  de  Jupiter. 
L'expression  de  J^i^^  contient  les  deux  inégalités  sui- 

e^G'  siû  (f^^nH^i'-^ai') 
+  e*^H'  sîn  (/  +  ri't  +  e^  —  a»*^) , 

en  supposant  y  fts;i(/i^^  — n"**f- #'  — 9'^)-  Si  Ton 
augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  variations  J^e'',  J^cj^,  J^e'^^cTo»", 
on  démontrera  comme  dans  le  m  loo,  qu'il  en  ré^ 
sultera  les  inégalités  suivantes , 

—  — sln(5/i^«— a/i'V+5r— 3«''— /— »'^— g^4-A'), 

4.  ^^sin(5n'<— 3/i'V+5i'— a*"-— /—»'«— «"4-  A), 

en  représentant  par  K'sin  (4nV— an' V  -|-4*'-— a6'*-|-A') 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 
l'angle  4n^^-2n'^^^et  par  Ksin(5n'^-5/i' V4-5i'-3§"+A) 
l'inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  de 
l'angle  5n*t  —  3/ï"V. 

L'expression  de  Sv^^  renferme  les  quatre  inégalités 
suivantes,  dépendantes  des  simples  excentricités  : 

—  i84^i42338sin  (an^^  — n'V  -hag^— e'^  — a»''), 
4-  423*017880  sîn  {2nH  —  n'H  —  2g'  —  ^'^  —  co'^), 
4.    54'7o4748  sin  (3/iV  —  2/1' V  -j-  5ê^  —  26''  —  û>'), 

—  1 7*906457  sin  {5n^t  —  an' V  -f-  5f'  —  ait'  —  »'*), 
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rinëgalité  du  mouvement  de  Saturne  en  longitude  » 

combina  avec  la  première  et  la  troisième  des  inéga- 
lités précédentes^  donnera  les  deux  suivantes, 

-   !£22!îè^.^a^,5866o  tîo  (mH + în^  -  69*  af  4*). 

l'illégalité  de  Jupiter  ir 

combinée  avec  la  seconde  et  la  quatrième  de  ces 
mêmes  inégalités^  produira  celle-ci, 

^^V'^^^  161V4937 Bin  Cn'^f-îit^f +  ••»  — 3i^+58mi'34*) 

En  substituant  pour  é*^  et  e^  leurs  valeurs  relatives 
à  1800,  les  inégalités  précédentes  donneront  dans 
l'expression  de  JV^  tes  quatre  suivantes, 

—  5",i8779sin  (5n'f  — /i«V+5r— g'^—  59*54'4'0, 

—  3^43i  1 1  sin  (Sn^ir-tt^^/H-Se^—t-'— 58^  1 1'  34''), 
-+.  o",97773  sîn  (3/iV  +  2f  —  59**54'4') , 

o'Vi45a4  ain  (^V^  j»^  ~  58^i  i'34^) , 


en  réunissant  les  deux  premières  inégalités  à  la  sui- 
vante, 

—  55%5i470  sîn  (ZnHj^n'^t  ^^f  ^%'^  ^84^  f5f), 
qui  dépend   du  carra  des  excentricités,   on    aura 
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cdOto-ci, 

■ 

—  48*',893o4  sin  (3n»< — n"t  +  5«'— 1"+  78'5'55*'). 

n  nous  reste  à  considérer  les  inégalités  du  rajon 
vecteur  de  Saturne.  On  a  vu,  n**  58,  que  son 
expressiop  renferme  les  termes  suivans, 

lom'^n^    f       a^P  sin  {SnH  —  :m^H  +  5f^  —  ae"^)  i 
5n^--an'^  \  +a'Fcos(5?i'«— an'^^+Sf^— 2€»^)  j' 

—  é'h'  cos  {SnH  —  an"/  +  5«'  —  a»*'' — »*  4-  J^ , 
4-  é'h'  cos  (5nV  -î-  iart' Y  +  3«r  -,.  3i«  -f  «^  4.  J^'), 

Cette  fonction  >  réduite  en  nonlbres,  donne 

_^  .   r    0,000946678 COI (5/2v/—an«n4-5r—ai«'H-32o3y II")  1 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  aux  sui- 
vantes qui  dépendent  des  simples  excentricités, 

f        «  V      ■  • 

^   ^f*   ^*\— o,poo63o66  cos  (3/»T«-^a/i«n-f.  Bit— ai»'— »«▼),! 

on  aura 

ii^^{i  -f  fi'')  o,oooi55agocos  (Sun  —  an«n -|-  3«t-*-  ai»»— ,  38p55'9^. 
Inégalitéâ  du  mouvemerH  de  Saturne-  en  latitude. 

io3.  Par  les  formules  du  n^  gS,  livre  II,  on  ai 

Îi^SogSSe  fin  Çn'H  +  «1^  --  W) 
—  o*,a533o5  sin  (rin'^t  —    nH    -f-  ai»^^    •▼  —  H») 
-f-  3*,i8a793  sin  (an^«    —    n«v£  4.  at^  —    t'^—  m) 
—  o' $09395  sirt  {3/i»f    —  a/i<n  -f-  3f  —  as»»—  H') 


i 
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n^  étant  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  Jupiter 
et  n^'  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  d'Uranus 
sur  l'orbite  de  Saturne. 

Les  formules  du  n"*  ^o,  réduites  en  nombres 
donnent  Tincgalité, 

##▼= — (i+f««')  9*,3o5a68  km  (4/in  —  an'^  4-4t'  — 1«*^  —  6o»  a3'  54"). 

En  appliquant  à  Saturne  ce  que  nous  ayons  dit  n*"  101  > 
relativement  à  Jupiter,  on  verra  que  les  termes  dé- 
pendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  ajoutent  à 

la  valeur  de  -^  la  quantité , 


et  à  la  valeur  de  ^  la  quantité , 


-": j-1  .— X  I  -r  «n  (n— *▼)  +  ^^ —  cof  (n  —  «^  f , 


Sy  et  T/cTn  étant  déterminés  par  les  formules  du 
n"*  54*  La  première  des  fonctions  précédentes ,  réduite 
en  nombres  >  est  égale  à 

o",  000 1 554; 
elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  -j-  et  de  ~^ 

du  n®  91*  La  seconde  fonction,  en  la  réduisant  en 
nombres ,  donne 

*-*-  0^001896, 
quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  -j-  et 
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de  ^ ,  du  même  nwuéro;  on  aura  ainsi 

-^  =  -~  0,1006184» 
^as  —  o,i4aoti6, 

Si  =        9»i59o5, 


DU  SYSTÈME  OU  MONDS.  47g 


t      't  "t  ,  -Il  ,1  .1  '  ,X      H'  I    I  I   ■«     II! 


CHAPITRE  XIX. 


Théorie  dUranus. 
io4«  L'équation  7izaj?im2£/ii 

donnée  n*  loo,  devient,  relativement  à  Uranus, 


^1% 


«Tf"  =  —  -p-  (i  --  *•)  «TV". 

Bn  prenant  donc  pour  i*'  et  f  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  dHQranus  au  Soleil,  et  en  supposant 
cTp^'  =15  sfc  i",  on  aura 


J^r^"  *:;  q;  0,001779:26. 

On  pourra  donc  négliger  les  in^alités  du  rayon  vec- 
teur au-dessous  de  d=  0,00177.  Nous  négligerons 
d'ailleurs  t  comme  d'ordinaire,  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  au-dessous  d'un 
dixième  de  seconde. 

inégaHiés  dVnmus  indépendantes  des  exceniricités. 

yt.-/i-i.*«.Y)  /    5a'',95946o  sin    (/i'^£-  n^n  -h  f'^-  r»)       1 

^      '^  ''  ^—  o'',8a4654  sin  3(/in  -  n^n  -f-  •▼  —  •▼') 
—  o*,a33953  tia  4(iiu  —  »'•«  4-  *♦  —  «»•), 


*  '"■'^i    al   ■  irn 
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_  i     0,0064^66073  ^  1 

/r^«— (i4-/«"^;.<^^  o,oo496a5845  co«  («»^«  —  »'•«  +  ••»  —  •▼')  J 

f      OyOoaa6i44^  I 

+(»  +  f*^)- 1^  o,oo338g4254  co»  {nH    —  n^U  +  «^    —  •'«)-) 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 

!—  i'',a46655  sin  (  ii«'C  4-  •«'^  —  •▼«) 

+  i",2789i6  sia  (an»'*  —  »♦'«  H-  aè»»^  é^«—  •«▼) 

-  3*,675ii4  tin  [in^H  —  »»▼«  4-  at^»—  •«▼—  »▼«) 

—  o",aa53oo  sin  (a/i^'t  —  »»▼«  +  at^*—  t'^—  »'^) 

^—  l'jSSSSSa  sin  (  /iv«  -♦-•▼  —  •'») 
4-  o^.aoSaSï  «in  (  »▼£  +  i^  —  «1^) 
—  o",ao9839  sia  (an^t  —    »▼««  -+•  a«^  —    •'«—  a»^») 
|-f-  o",83947a  sin  (an^t  —    /i'«t  +  at^  —    •^'--  •▼) 
J— 4a*,o57639  sia  (a/i^*t—    /!▼«    -+•  at^»-r-    •▼  —  •▼') 
^ ("+  f*0«(  •+(i43'',iog66o— io^,oo7944«)sin(aii^»t-/i^/+ai^«-sv-«^) 
i4-  a",373656  sin  (3n^«t  —  a/i^«  -h  3s^'  —  at»—  •▼') 
j—  i",569oi4  sin  (3/i^»t  —  an^t  4-  3i^'  —  ar—  •»▼) 
4-  o'',4o93a3  sin  {^tf'H  —  3/i^«  4-  4t^«  —  3f^—  »▼') 
-*  o",a69aoo  sin  (\nyH  —  3/i^£  4-  4«^'  —  3i^—  »^) 
o*,iaoj67  sin  (5/i^«t  —  4ii^«  4-  ôè^'  —  4«^-*"  •''O»' 

^fT'r=(i4-/w^)  o,oo6i835858cos(an^'t  — «▼«4-as^'  —§▼—•▼). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

!— (ia6%75iao6— £  o%oi45ao)  sin  (3«^«i  — n^«  4-3«^'—  •' 
--88M9'e"— ti7*,3o5| 
4-  i*,639ôo3Mn  (<n^'t— a/in4-4i*«'^ai'  — 38»34'53') 
4-  8",oi6o3oosin(/i^«  —  »»««  4.  •▼-.•▼«4-88«a9'39^. 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  Finé- 
galité  relative  au  mêipe  argument  et  indépendante 
des  excentricités;  leur  somme  donne  la  suivante  : 

(1  +  a')  aa",  1 5oi  lôsin(/^♦^^n"^+fc♦— e^'+a  i**i  i  '4"). 
Pour  les  inégalités  du  rayon  vecteur  on  a 

d*r'*  =  s-  (1 4- i»y)  O|00O7aa56a  tôt  (3«T''t  ^  »»r  4»  3f'»  ~  §▼  4-  75»  o'  4i'); 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 

/f/v»=  — (i+^T)  o^ggooo  8iii(5nv't  —  ann-*- 5t^«  — ar+eS^aS'Si"). 
Inégalités  du  mouvement  dtUranus  en  latitude. 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  dlJranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricites  èt*qiii  ne  dépendent  que  de 
Ja  première  puissance  des  inclinaisons.  Elles  ont  été 
déterminées  par  les  formules  du  n^  95  du  livre  II  : 

/*▼«  =  (]  -4-  ^«t)        o*66ao46  «in  (  ««^t  4-  §«▼  —  n»^) 

^     f     o^87(55!i3  tin  (  n^t    -f.  #▼    —  n^)  1 

-1-  (»  "*'^^^*  l+a*,794ia9  tin  (anT««  --  «v^.^  a,Tt«_4T»-n^),  J 

en  désignant  par  FI'"'  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  Torbite  de.  Jupiter,  et  par  II'  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  d'Uranus. 


Tome  III.  3i 


I 


i 
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CHAPITRE  XX. 


Équations,  de  condition  qui  exisietU  entre  les  iné" 
galités  planétaires  et  qui  peus^ent  servir  à  vérifier 
leurs  valeurs. 


io5.  Nous  avons  eu  plusieurs  fois  Toccasion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à  longue  période  de  deux 
J>!anètes  m  et  m!  soumises  à  leur  action  réciproque , 
étaient  liées  par  la  même  équation  de  condition  que 
les  variations  séculaires,  c'est-à-dire  qu*elles  étaient 

à  très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  ni\/a 

à  m!  \/aI  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  Texpression  de 
la  longitude  vraie.  C'est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d'autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  ,  la 
période  de  l'inégalité  devient  plus  longue ,  que  nous 
avons  déduit  l'inégalité  de  Vénus,  résultant  de  l'ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  l'angle  i5n"^ — 8/i'i 
de  l'inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a  pour 
diviseur  (5/t^  —  an'^)*,  et  qui  dépend  de  la  première 
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puissance  àe  la  force  perturbatrice  de  la  partie  cor- 
res|)ofidaate  de  Jupiter.  On  pourrait  se  serrir  de  cette 
même  relation  pour  vérifier  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes ,  que  nous  ayons  considérées  dans 
les  chapitres  précédens ,  et  qui  ont  été  calculées  se-  ' 
parement  ;  mais  comme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées aved  s<oin  ^  et  qu'elles  ont  déjà  subi  plusieurs 
vérifications ,  il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter* 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  excentricités  et  des  inclinaisons  méritent 
une  attention  particulière  »  à  cause  dé  leur  grandetu* 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  in^alités  peuvent  de- 
venir considérables  dans  deux  cas  ;  i"*.  si  la  quantité 
i(n'  —  n)  -j-  n  est  très  petite  par  rapport  à  n  onn*  ; 
o?^  si  cette  quantité  diffère  peu  d^étre  égale  à  — n  ; 
parce  qu'alors  £(7i'  —  n)-f-2/i  étant  une  très  petite 
quantité,  les  termes  affectés  de  ce  diviseor  acq^iè^' 
Tint  une  valeur  sensible» 

Or,  dans  le  premier  càs^  Tinégalité  dépendante  de 
l'argument  i  (n't — nt)'i-nt  croit  ^vec  une  grande  leo- 
«teur,  et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  corres- 
pondantes de  m  et  de  m^  sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à  toutes  les  inégalités  de  ce  genre , 
c'èst-à-dîré  que  le  coefficient  de  l'inégalité  de  ni'  se 
déduira  dti  coefficient  de  ïlnégalîté  de  m  en  multf- 

pliant  celui-ci  par  —  — T7^r  ^^  ^^^^  9  dans  ce  cas , 

m  y  Cl 

il  est  évident  que  les  termes  les  plus  considérables 
de  l'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé ,  proviendront  de  la  variation  du  moyen 
mouvement,  à  cause  du  diviseur  [ î (w' —  72) -f- w]' 

3i.. 
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que  l'intégration  kur  fait  acquérir;  considérons  dans 

le  développement  de  la  fonction  R  les  termes  de  la 

forme 

m!W^e  cos  \i{n!t — /i^ + é'  —  g)  +  /i^  +  €  —  ©] 

L'expression  de  la  fonction  R^  relative  i  l'action  de  m 
sur  m!  renfermera  les  termes 

iiiM^*^ecos  \i(n't  —  n^  -|-  §'  —  «)  +  w^  +  §  —  â>] 

Si  l'on  suppose  donc  i  (n'—  n)'^n  une  très  petite 
quantité,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes^  on  aura 
à  très  peu  près 

mfdK  +  m'fd'W  =  o. 

Et ,  par  conséquent ,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
au  n^  4^'  ^^  ^^  considérant  dans  /i^  et  cIV'  que  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'argument  i{n^t — nt)^nt, 
on  aura  entre  elles ,  à  très  peu  près  ^  l'équation  de 
condition 

m  s/âJ'o^m'  s/a'J'v^  =  o. 

Prenons  pour  exemple  l'inégalité  de  Vénus  résul- 
tant de  l'action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l'ar- 
gument  5w"^ —  2n't. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n^  96 , 

—  î",42690o  sin  (3/i'7  —  ^nft -f-  5/'—  26'  —  6>'). 


-En  multipliant  par  -*—  -^—4:  = —  1,042705  soti 
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oœfficieat^  on  a  pour  rinégalité  correspondante  de 
la  Terre 

+ 1^43785  sin  {Zfft  —  :»it + 5i"—  ai'  —  a/). 

Le  calcul  direct  a  donné 

4- i",i5iiosin(5n''«  — W<+5/'— ai'— o^'); 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

io6.  Supposons  maintenant  que  i{n' —  n)-f-2n  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  à  tz  ou  à  /2\  Il  es(; 
aisé  de  voir,  n®  84^  livre  II,  qu'alors  la  partie  des  iné- 
galités de  m  et  de  m!  dépendantes  de  l'ai^ment 
iJ^n't — nt)'-^nt,  qui  a  pour  diviseur  î(n'— 7i)+ 2/1, 
et  qui ,  par  conséquent ,  est  la  plus  considérable , 
provient  de  la  variation  de  Téquation  du  centre  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc,, 
dans  ce  cas ,  se  borner  k  considérer  ç^fte  partie.  L^ 
développement  de  la  fonction  R  renferme  un  te^me 
de  cette  forme  : 


il  en  résultera,  n""  81,  livre  II,  dans  J'e  et  Soi,  les 
inégalités  suivantes  : 


•  m'an 


I  («'— ») -f- a»  ^^  .  .        ,  . 

«^»=s  -7-7 r-T M(')/tra[i(n^f  — nt-f  «'— t)4-»i<-4-3t  — •r-^1.' 


»  Vexpres^on  de  l^JongitudcNdaipifil.  le>  mouv^^ment 
troublé  contient  les  deux  termes 

2/£  $in  (n^-H .—  û>)  -^  2eJ^cacos(nt  -f-  6  -^  &;) . 
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Eq  vertu  des  inëgalilés  prooédentiss  ^  on  ^ura  donc 
dans  JV  celle-ci  : 

^'^  MOe'  s'm  l(i  —  i)  (/,'«  —  /it  -#-  •'-  •)  -h  nU  -f.  i' — •'] . 


t  («'  —  »)  -4-  an 


L'expression  de  la  fonction  R'  relative  à  Faction 
de  in  sur  itï'  re)Q^sx|Q]^f:a  le  tçrp^ 

iwM^'^cc'cos  [/(aî'^i^  n^-i^f  TT^i)  •+-  !inHTd^rrT*a»r^  4*'J  ; 

et  il  en  résultera ,  par  conséquent^  dans  eTi^'  Tiaéga- 
lité  suivante  : 

^  ^        *ff^  "-; M<Oc  sin  [(i  —i)  (/l't  —  ii«  + 1'  —  ,)  +  »£  4.  t  —  »] . 

l  (/l'  —   /ï)  4-  2»  •->  /  V  /     •  j 

des  deux  inégalités  du  niouTement  de  m  et  d^  //i 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  w!\/a!é  a  m\/aej 
en  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  !a  pre- 
mière, en  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 

j^rJ'^ .^^txrfl^  ^ant  ume  quan^té  ossez  petite  par  rap«- 
pof t  à  71"  et  même  à  w'",  on  aura  dans  cTp"^  en  faisant 
î=z=4,  une  inégalité  dépendante  de  Targument 
.|7iW/_5n"<  +  46'''  — 5i"  — a»'",    et  dans  J^i^'"  une 

illégalité  dépendante  de  Tar^^ment _.•••!*. 

Zn!"t  —  TLu't  4-  Se'" —  as" —  »".  La  première  est ,  pr 

len^97, 


En  multipliant  son  coefficient  par  w^.l/^?"^''  ^^  ^'^ 
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résultera  d?f)f  / v'"  h  ^vùv^Rte  : 

-t-  o",6i  5372  sin(3n"'<  —  2n"t  +  3«"'  —  ajf'—  »"). 

Oq  a  trouvé  par  le  calcul  direct 

-h  o",7844o4  sin  (Sn'^'t  —  an"f  +  5f  —  ae"  —  w") , 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

107.  L'inégalité  de  m  produite  par  laction  de  m! 
et  dépendante  de  l'angle  n!t  -f-  «^  —  o^',  résulte  de  la 
supposition  dç  /=  i  d^an^  les  formules  ^u  n*  84  du 
second  livre.  Or ,  d'après  la  valeur  de  {a,  a^ ,  n?  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
cette  forme 

■  «  ■  ' 

réq4>rpqu^A)eMt  l'ii^ginlUé  de  p'  prJMlu j  to  par  raetioii 
de  m  et  dépendante  de  l'angle  aî^  +  €  — •  r«?  est  égale  à 


^;F^rn  ^^'  ^^  ^^*°  ^'^^ "*■  '~'^^' 


u  « 


r. 


Ces  deux  inégalités  ^^^m^  4aQç  e^tf e  eUe^  .^^ins  le 
rap{>ort  de  [a,  cT^é  à  [a',  a]/i'^e  ^  et  conime  par  le 
n*go,  on  a  ^  

7w'  iV'aTa',  a\z=:m S/a[a,. a%  . , 

,<4e$  /deux  ioégal^ésiseiKmt  ebtrp  «IJés  idani  le  rapport 

de  m'\/^n^€fdi  m  \/arf^eon  de  mWW  ti^n^»'<^è^  c|'èst4^ 
dire  crue  le  coefficient  de  la  seconde  se  déduira  de  celui 

de  la  première,  en  multipliant,  ce  derp^ier  par—    ^  ^  ,-> 

L'aption  de  Sati^rpe  sur  Juj^t^r  prpdij^t,  p*  ^«0,. 


\ 


488  THÉORIE  ANALYTIQUE 

dans  le  mouvement  de  Jupiter ,  Finégalitë 

—  9'',  2  59026  sin  (nH  +  «^  ^-  o^)  •' 

En  la  multipliant  par r7"?5"r  ^^  ^^v^  dans  le 

iuouvement  de  Saturne  l'inégaUté 

H-i",276i97  sia(»'V-f  «"w.fiï"). 

Le  calcul  direct  a  donné 

+  i",376o20  sm(»"<4-g"'  — fi)")  j 

ce  qui  difiere  peu  du  résultat  précédentt 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  le$ 

inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 
108.  Il  résulte  du  n*  52  que  si  i'n'  '>^in  est  supposé 

une  très  petite  quantité^  l'inégalité  la  plus  sensible  de  la 

latitude  de  ^produite  par  l'action  de  wl,  sera  égale  à 

L'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  wt  produite  par  m  serait  égale  à 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 

de  m  s/^  à  -^  m  s/a'  j  c'est^à-^irè  que  le  coefficient 
de  la  premièire  étalât, détei:miaé,  en  le  multipliant  par 

—  !!^yj\.  ^  on  aura  celui  dé  la  seconde. 
—    -  «  • 

Nous  avons  rféjà  vérifié,  au  moyen  de  cette  rela- 
tion ;,  les  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  dç 
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Jupiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  ré- 
ciproque ;  on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi ,  en  supposant  î'  s=  5  et  f  =  5 , 

l'action  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l'inégalité 

— o'',389097  sin  {Bvl't-^^rit  +  5^'  — 4«'  —  oT). 


En  multipliant  son  coefficient  par 


m'  Y  d      .. 
-  —: — ;=  >  "  en 

résultera  dans  le  mouvement  de  la  Terre  en  latitude 
rinégalité 

o^2i8o45sin(4n''^— 3n'^-[.4f';~5<— ,«0-  . 

En  calculantdirectement  cette  inégalité,  on  à  trouvé 

o",2 23552  sin  {^n't—  5n^t  +;ii'— Sg'  —  af). 

La  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né- 
gligées. 
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CHAPITRE  XXI 


Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

lOQf  La  n^éthpde  que  paiçs  ayons  $uiyie  jd/^^s  Iç^ 
chapitres  prëcédens ,  pour  déterminer  les  î^^galitë^ 
des  planètes  jésultant  de  leur  action  mutuelle^  et  qui 
est  fondée  sur  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice ^u  fiérji^  ordoniié^  par  rapport  9J^k  puis- 
sances et  aux  pro4uits  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons a,  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales  ^  tcmte  inexactitude  nécessaire  lorsque  T/Oii 
a  soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  peiky/èn^ 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué^ 
n®  ^5  9  comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficîens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  des  quadratures,  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d'une  planète 
relatives  à  un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaison^ ,  ce 
qui  est  un  avantage  précieux,  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu'une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à  celles  que  l'on  a  considé- 
rées,  ne  devienne   sensible.   Nous  allons  donc  ici 
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Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  pcrjtqrli^jj^iis 
sont  les  plus  considérables  y  nous  ferons  l'application 
de  cette  Hiethode  à  ia  théorîe  de  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  hqu^  somme»  p^venus^lans  les  Qhapitres  ^I 
et  Vil,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
culateiurs  qui  voudraient  déterminer  de  la  mepie  man 
nière  les  inégalités  des  autres  planètes. 

Si  l'on  Bomm^ ,  Gonmie  dane  le  n^  ^5  ,^  et  ^'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m  eim\  en 
sorte  qu'on  ait 

qu'en  suppose  la  ibhctîop  perto^bartricp  R  relative 
à  l'action  de  ^^  sur  ito ,  >djévelappée  pat  rapport  a^x 
sinus  eit  saint  cosimis  pbcef  anom^ilicfl^jBtqiie  dausfcp 
déK<%peqie]it  pn  ne  ixinsidère  qaa  les  tirmif  dé^ 
pendkns  ide  rargument  de  la  ^nsside  inég^ie  ^^  oai 
nun 

R  =  mit  sin  (5(p'  —  2(p)+ 'w'K'  ços  (5(p'  —  2^), 
étpoor  déterminer  K 'et  Sf,  on  aura- 

'  p  r  »  •  • 

2a^    J    O     J   O 

2flr  J  o    J  o 


•  I 


Les  intégrales   doubles  devant  s'étendre    depuis 
f  ===0  jusqu'à   <pr=:i7r,   et  depuis  -^'^rio  jusque 
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Leis  valeurs  deices  intégrales  dépendront  des  quatre 
suivantes  : 

A  =  -^  r''*J'''  R  cos  2<p  ces  5<p^d^dp\ 
3  Œ  -^  r  *' r  "  R  ffltt  a^  sln  5<pW(prfp^  X 

air  Jo     J^o  y    ^j^ 

C  =3  -i-r'^'^r^'Rsîn  2^  cos  5^^d(pd^' , 
D  =5  '-^r^''  C^  R  cos  2<p  sin  5<p'd<pd<p'. 

^«•y  o     J  o 

Four  calculei"  ces  quatre  quantités ,  on  divisera 
Tintervalle  compris  entre  les  limites  ^==0  et  ^=:s27r, 
ou  la  circonféreùce  entière^  en  un  nombre  de  parties 
assez  grand  pour  que  les  quantités  contenues  sous  le 
signe  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement^  et 
qu'elles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  d'une  va* 
leur  positive  à  une  valeur  négative^  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre ,  cependant , 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  deyien* 
nent  pas  trop  pénibles.  On  a  reconnu  par  quelques 
essais  que^  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe- 
rait à  ces  deux  conditions  et  l'on  obtiendrait  un  4egré 
d'exactitude  suffisant,  en  supposant  par  rapport  à 
l'intégration  relative  à  ^  la  cirponférence  ^viaiée  en 
trente-deux  parties  ,  et  en  seize  seulement  par  rap- 
port. à  rintégration  relative  à  ^\ 

r 

On  fera  donc  successivement 

.<p=5=o,^=ii*i5',(p  =;^:2a*»5o',(p5=53«45',(p=45%  etc., 

(p'=o,<p'=22^3o',(p'=:45*     ,(p'=67'3o',<p'=9o^,etc.. 
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et  l'on  calculera  les  valeurs  de  la  fonction  Rcorresponr 
dantes  à  ces  diverses  valeurs  de  ^  et  de  ^-  prises.deux 
à  deux.  On  aura  ainsi  35  X  1 7  =  56i ,  quantités  fon- 
damentales à  former;  nous  désignerons^  comme  dans 
le  n*  ^5,  par  Ro,o,  Ri,o>  R..o,  etc.,  Ro,„  R,,.,  R,,„  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

a=  2(1  i'i5')=  aa^So',  a'  =  5(23*3o')  =  i ia^3o',  ' 

et  en  faisant 

Po=^Ro,oCos  o+R,,o  co8«+R,,o  cos^«...+  ^Rs.,o  cos3a«,  \ 

P;=:iRo,,COSO+R,,t  COM+R,.,  COS2#...+  ^Rsa,,  COS32«,  >   (») 

etc.,  J 

on  aura,  pour  déterminer  la  première  des  inté- 
grales (i)j 

et  les  intégrales  B ,  C ,  D  se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

Il  suffira  donc  de  remplacer  cos  a ,  cos  au,  etc. , 
cosa^  cos  2af ,  etc. ,  par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  À,  R,  C,  D,  du  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  Ro,o^  B.,^. ,  etc. ,  seront  dé- 
terminées. 

1 10.  En  ne  considérant  que  l'action  de  m'  sur  m , 
on  a 

La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a  le  plus  d'influence  sur  les  grandes  inégalités  de 
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Jupiter  €%  dd  Ssrtttrtie ,  et  dans  le^  chapitres  XYII  et 
XVIII ,  où  liôas  les  ayons  calculées^  nous  li'alrons  pas 
ett  égarid  aux  termes  dépëtidans  dé  Fàtigld  5h'f — 2/if, 
qui  peuvent  résulter  de  la  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion précédente^  il  faudra  dotic  également  les  négliger 
iei  î  ptliscjue  nous  ayons  Tinteution  de  ùonlparer  lés 
résultats  des  chapitres  cités  à  ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p ,  pour  abréger^  la  dis*' 
tance  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  m',  Texpres- 
sion  def  R  deviendra  simplement 
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et  par  le  n*  ^5^  pour  déterminer  f ,  on  aura 

ç = r* + r' —  2,rr'  cos*  ^y  cos  (v  —  v)  —  ar/sin'  ^  cos  (v'  -j-  v) . 

Les  angles  v  et  v^  étant  comptés  de  l'intersection  com- 
mune des  deux  orbites^  en  sorte  qu'en  nommant  n 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Torbite  de  m' sur 
Torbité  de  in,  ou  a  v  =ip  —  FI,  et  v^z=ç'  —  II. 

Conformément  à  ce  que  noUs  avons  dit  n"*  aS, 
on  commencera  par  déterminer ,  au  moyen  des  tables 
planétaires ,  les  valeurs  du  rajoh  vecteur  r  et  de  la 
longitude  v  de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l'anomalie  moyenne  ^  =  o^  ^=i  i**i5', 
(p==i22°3o',  etc.  On  déterminera  de  la  même  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  r'  et  de  la  longitude  v' 
dé  Saturne  éorrespondantes  aux  valeurs  de  l'ano- 
malie moyenne  ^'  =  o  ,  ^'  =  22^5o',  (p'=  45%  etc. 
Dé  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  cû  formera  un 
thUeâU. 


J 
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'On  calculera  les  valeurs  de  p  cdrf  eispondaiitéâ  kUk 
dîvei^es  combinaisons  différentes'  qu'on  peut  former 
entre  les  valeurs  de  r  et  dé  r\  de  v  et  de  i;' 
comprises  dans  ce  tableau,   en   les  prenant  deux 

à  deux;  en  multipliant  ensuite  par  mf  la  quantité  i 

c 

qu'on  en  déduira,  on  aura  leâ  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à  la  fonction  R  s'appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  dérivée  dune  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi ,  par  exemple,  par  la  dif- 
férentiation  de  la  valeur  de  R ,  on  aura 

dR /  r* — 2rrco8'îycos(v — y) — r/sin*-^>cos(i;'+t;) 

r^p  —  —  I».  -^5 , 

dK  '     •        rr  sin  v  sin  v' 


dy  ^  C 

dR  /    •    •  1     '^^  sïn{v'+v) 

-;-  =  2771  .Sm*i> -r '  . 

On  pourra  donc  calculer  les  valeurs  de  ces  fonc- 
tions correspondantes  aux  diverses  valeurs  attribuées 
aux  anomalies  (p  et  ^',  et  en  substituant  ces  résultats 
à  la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
Ro,o>  Ro,i>  etc. ,  dans  les  formulés  (2),  où  obtien- 
dra, par  dés  procédés  semblables  à  ceux  indiqués 
plus  haut ,  les  valeurs  numériques  des  divers  coefB- 
ciens  dû  développement  en  série  aes  trois  fonctions 
précédentes. 

Enfin ,  on  déterminera  comme  à  Tordinaire  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  /  -^  au  moyen 
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de  l'équation  générale 


•  m 


On  a  d'ailleurs^  n*  4  » 

1 1 1 .  En  effectuant^  d'après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à  Faide  des  valeurs  rapportées  n^  88  ,  la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  trouvé, 
relativement  à  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa-* 
tume,  les  résultats  suivans  : 

à'K  =—0,000942079,      a7K!  =0,00040:13958, 
a'^a^T-;;  =—0,00253078,  a'^a^  j-^=o,o0262946, 


a"  ^  sss  o,oo546a86 ,        à'*  ^=— o,oo3o5 1 86. 

Pour  comparer  ces  valeurs  à  celles  que  l'on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  m'*  et  de  ni',  observons 
que  ^  et  ^'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes ,  on  a 

En  supposant  donc ,  comme  dans  le  n""  58 , 
on  aura 

K  s=:  m^P  lin  (V—  af  4"  5»^  —  »•'▼)  -f  m^Fcot  (5f ▼  —  a#  -f-  5»^--  «#«▼), 


J 
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OU  Men  en  développant  cette  expression 

R  =  m^jy  co»  (5»^  —  îI»«t)  —  F  siii  (5«^  —  a»»»)]  sîn  {V  *-  9f) 
•+r  mT XP  sin  (5«t  —  a^tT)  4»  p  co«  (5*^  —  a»*^}]  cos  (5/  —  o^). 

Si  l'on  compare  cette  fonction  à  l'expression 
R=:TO^Ksîn(5ç'  —  a^)  +  m'K' cos(5^' —  2^),  que 
nous  avons  supposée  au  développement  de  R  en  sé- 
ries de  sinus  et  de.  çostnus  des  ^tibïnalies  moyennes 
^  et  ^',  onaursl 


>j  -i  îr  « 


a7K  =flîPcos(5û»^— 2a>«')— a^P'sin(5«'-T-2rt?''),  1 
a^K'==a^Psîn(5û>^— 2G?'^)4-a^P'cos(5û)^— 3fi>'^);»  ^^ 


et  il  est  évident  qu'on  aurait  entre  les  quantités  a'^j-^  • 

des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé^  dans  le  n*  lor,  les  valeurs 
des  coefficiens  des  termes  du  développement  de  R 
relatifs  à  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  réunissant  ces 
différentes  parties,  qui  doivent  concourir  à  former 
les  coefficiens  que  nous  désignons  ici  par  a^P  et  a7T?% 
on  trouve 

à'tzsi — o,oooo5g5577,  a^F  =50,0010199585. 

On  a  d'ailleurs ,  d'après  les  valeurs  rapportées  n^  88, 
5û)^—  2û>'^  =  65®a6'a8".  En  substituant  ces  quantités 
dans  les  équations  (5) ,  on  aura 

a'K= — 0,000958956,  a'K' =  0,000407768. 
ToHE  m.  3a 
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Si  VoB  comptore  ce»  vilenrs  des  coeffidcns  a'K  et 
a*K'  à  celles  qnW  a  obtenaes  par  la  métliode  des 
ipadratares ,  on  verra  qu'elles  s'accordent  entre  elles 
d'une  manière  très  satisfaisante. 

Noos  avons  troavë  ,  n"  loi, 

a"4?;=0,0O3333i3/    a"~  =:o,oq65o56i. 

En  multipliant  ces  valeurs  par  -^  :=  «,  et  en  les 

substituant  à  la  fJace  de  a'f  et  de  a*P'  dans  les  équa- 
tions (5),  on  en  tire 

(z"a'^-7;=— o,ooa5o584(  a"a''g-^  =  0,00367500  ; 

et  au  moyen  des  équations  de  condition 

da"    '        dà"  ' 

on  «n  déduit  ^ 

a" -^î^  0,00544480,     ^*-^  = — o,oo5o7777. 

Ces  valeurs,  comparées  à  celles  qu'on  a  obtenues 
par  le  cnoyeu  des  quadratures ,  paraîtront  s'aoeorder 
suffisamment  avec  elles ,  surtout  si  l'on  se  rappelle 
que  dans  les  D**  loi  et  103  nous  n'avons,  dans  lesTo- 

leurs  de  a'*j-r, ,  a  ^t-t;  ,  a'  -p; ,  a'  tt>  considère  que 

les  termes  dépendans  des  cubes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 


^ 
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Af aînteifant  ;  si  au  -  mojen  dn  aqintUMfi  (S)  on 

€kprûbe  l6s  TalewH  de  â!£^  a^f  '  eafoorotion  des  qnim* 

tîtels  ^^K^  ^z^KVét  de  mêine  relativement  à  ^^  ^y  > 
a^  ^^,0fc.,  iin  trouvera  » 

ri 

a^P  = — 0,0000612864^  a^P'=o,ooi02a5845^ 

^"^Tt  =0,00224621,         «'•  ^,  =  0,00629075  , 

a'»  ^,  =—0,001 16362,  a"  ^  =  --0,00445304. 


La  grande  inégalité  de  Jupiter  renferme  la  partie 
suivante  : 


•  ft  « 


(5n^— an»*)*  '  l  _  a^P  cos  (5/lV  —  27^^^^—  56^—  2ê'')  J 

D'après  les  yal.çurs  adoptées ,  n*  88,  on  trouve 


6m^n"-a 


iiva. 


En  rédiiisant  am  nombras  b  foneâonu  précédente , 
elle  déviant  ainsi  .    ^ 

io84''.oi2sio  (5«"if  —  a/i'74-3€"— 26"') 

—  64",968  cos  (5/2"^  —  an'^t  +  Se"  —  2g*^>. 

En  ne  eonsidérant  que  cette  partie  de  la  grande 
inégalité ,  et  en  la  calculai^t  d'après  les  val^rsde  à'P 
et  de  a^'V ,  n**  i  o  1  ^  on  trouvera  qu^elle  est  égale  à 

,       I  q89"?855  sin  (Bii't  — r  2»'7  +  5é'  —  2€'0 

—  55^2o4cos(5n"«— 2/2'"<  +  5r  — 2f'"). 

32.. 


•■  *^*^»  - 
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Les  dift^Dces  sont  dan»  les  limites  qu'on  pent 
supposer  d'après  les  quantités  négligées  dans  le  cal-« 
cul ,  en  considérant  surtout  que  les  élémens  employés 
dans  la  construction  des  tables  de  M.  Bouyard^  qui  ont 
senri  à  déterminer  les  quantités  a^Jf^  a^P^par  les 
quadratures  ^  différent  de  ceux  que  nous  ayons 
adopt&. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 

a^*  -j-^  tin  (5»^t  —  «««▼«  +  5i^  —  at'^) 
a»*  ^j^  cot(5An  —  a««n  4.  5iv  —  «•«▼) 


— 


En  la  réduisant  en  nombres  d'après  les  yaleuis 
précédentes  de  à^  ^^ ,   a"^  jtt  >  «*  ^^  obsenrant 


qu'on  a 

cette  fonction  deyient 

—  i6",5ao5  sin  (5n^^— an^'^^+Sr — ^6"") 

+  5",8375cos(5/i^<— ^n'^^H-Sé"— aO- 

Nous  ayons  trouyé  par  le  déyeloppemeût  en  série  ; 
n®  ICI , 

—  i6",55586sin(5ii"^— a/i*"^4-5s^— 3«"") 
+   6",o52g9  ^^5  (5'*''^  ~  371'^^ + 5ê"  —  rxe")  i 

ce  qui  diffère  peu  de  la  yaleur  précédente. 

lia  principale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne est  celle-ci  x 


\ 
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(5/1»— an")*  t— ûT  cos(5/»'<— a/i"<+5i'— a<r).  J 
Par  les  valeurs  rapportées  n*  88,  on  a 

I  i5m"»'»  „  ,     _  a 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  an 
moyen  des  valeurs  de  cCY  et  cCY  données  plus 
haut ,  on  trouvera  qu'il  en  résulte  dans  le  mouve-? 
ment  de  Saturne  les  inégalités  suivantes  ; 

—  2685",4545  sin  {Sn:t  —  nrCH  •+-  5e'  —  a«''), 
H-  i6o",9470cos(5ii'^  —  2/1*"/+  S€  —  %e% 

En  employant  les  valeurs  de  cCY  et  cCV^  calculées 
u^  loi^  on  aurait  trouvé 

—  2678^5574  sin  (5w7— 2/i'7+ 5«'— ai"') 
H-   i56",4o7icos(5w'e— 2/i"V-f-5«'— 3^), 

quantités  qui  diffèrent  peu  des  précédentes. 

Enfin,  la  grande  inégalité   de  Saturne  contient 
encore  la  partie  suivante  : 


^—  a^»  -T- 


-  sin  (5nn  —  aii«n  -♦•  $•▼  —  at»^)   i 

»^  r 

-  coi  (5»n  —  »»«▼«  +  5i^  —  at«v)  I 


Ona 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  ^ 


jp  jp/ 

d>pirè$i  les-yalôurs  4e-a''*  ^  et  O^  -^  <;alcujié^  par 
leb 4|iMdratnre$ , -on aura       ■     >  '■  \  ■    ' 

-f- 5a",  1 5a4  «w  («n'^e  r~  àn-"^*  ;fT  S»'' >-»:  »♦") 
—  x5",62a6  cos(  5/i'<—  2.n"«  H-  5f  —  at"). 

■  I  '  *        . 

,     #  ■  -      .  ^  I 

Nous  ayons  trouvé  pour  la  yaleui*  de  cette  même  iaé- 
-   '  ft^  a  3^4961 5cos  (5b'<»^ j»»y<  4t  5i'*f  a^r)  ; 

t 

qui  dîflEere  peu  de  la  précédente.        ^     » 

Pour  donnqr  ija  second  e^u^p^-d^  l'emploi  de  la 
méthode  des  qupdrfitures  au.  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R,  on  a  calculé  de  cette  ma- 
?4èt?#  ,^t  wi|^tiyei>i€nt  k  Y^ùon  àe:^a\\^m.  ?ar  i\^ 
piter^  le  premier  terme  de  ce  d^y^lappem^^t^.  c*^Mr 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps  ;  et  en 
nommant  F  ce  téràiéj  on  à  tt^étrré' 


V  •      —        » 


iv  .1  ••    '•     ■    " 


En  calculant  le  même  ternîie  dapî'ès'  l'expressioti 
dbntiëé  n*  18,  et  en  employant  les  éïéiDbns  q\i{  bnt 
servi  à  déterminer  les  valeurs  pfééèidenteS,  c'ést-à-iàire 
les.élémens  des  tables  de  BouvaiKl  •  on  9  trouvé 

Ces  valeurs^  comme  on  voit^  sont  presque  identique^. 

L'accord  dé$  rési^its^  obtepus  par  jd^  méthodes  si 
différentes,  dans  l'une  des  parties  les  plus  impor- 
UAtBs  da  la  théorie  idés  inégalités -planétàims  y  imontre 
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que  la  méthode  des  déyeloppemens  ea  séries  Pvd<Uft^ 
nées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  des  ex^ 
centricités  et  deâ  inclinaisons^  lorsqu'on  a  soin  de 
porter  assez  loin  lès  ^prçximations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible  ',  suffit  aux  besoins  actuels 
de  l'Astropotaifl. 

- 1  u.  Xà  liiélfaode  des  qoadr^tare^  ^  pQprtanr^goi 
utilité.:,  c^'est  k  seulç  qin'on  puîssq  employ^er  dm^  Iç 
calcul  dçs  pe«;tur>ba(ions  de^  comètes  et  des  .petjte^ 
planètes  ;  et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d'importantes  vérifications.  Il  ne  sera  donc  pas  inu- 
tile 4e  donner  ici  les  formules  qui  Hip^s  semblent 
les  plus  simples  pour  l'application  de  cette  méthode 
à  Itf  dét6ra»ofittoÂ  detperturbations  du  rayon  vectenr^ 
de  lit  tèngitude  et  dé  ïa  latitude.  Ces-fonnules  pour* 
rotit  d^allleurs  être  employées  en  d'autres  occasioDs. 
Pour  cela,  reprenons  1^9  trois  équations  do  mou-* 
vement  troubi^,,  n*  87  ,  livre  II  : 

IF  "^.P"  ~  dx  > 

Si  'Fon  prend  pour  plan  des  xjr  ^  celui  de  IW 
bije  pripait^Vje  de  m ,  ce  qui  permet  de  négliger  les 

quantités  ^  "5]^  1  ^  "^  ?  ^^^  ^ont  du  seopnd  ordre  ^ 

puisque  zet  R  soni  du  premier  ^  en  combinant,  entre 
elles  les  équations  précédentes ,  on  trouve  aisemeiii 


i 
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les  deux  intégrales  suiyaotes  :      : 

xdz — zdx  r    j^^ 

Si  l'on  multiplie  par  j  la  première  de  ee&  ëqùa«« 
tîôns^  qu'on  en  retranche  la  seconde  multipliée  «par  or, 
ien  o1)serYaiit  que  les  coordonnées  x  et  j^  se  rappor** 
tant   ici  au  mouvement  elliptique  ^  on  a,  n^  20^ 

'~y^ —  '^  Vi(*<*(*  — •"?) ,  ou  trouvera 

Cela  posé  ^  on  a  pour  déterminer  les  perturbations 
du  rayon  yecteur  «Tr  et  de  la  latitude  J's  de  la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive,  les  deux 
équations  suivantes ,  n^  89 ,  livre  II , 

Ces  deux  équations  sont  de  même  forme ,  et  s'inté*- 
greront  par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet ,  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde,  en  y  changeant  «Tf  ^n  ^s, 

rf'R+r-^-  en  -r-;  d'où  il  suit  que,  pour 


et  afd' 


dr  dz 

avoir  J'r,  il  suffira  de  faire  ce  changement  dans  Fex^ 
pression  finie  de  ^s.  Or^  la  seconde  des  équations  (c) , 
n'est  autre  que  la  troisième  des  éqnaticHijs  (a) ,  dans 
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laquelle  ou  a  fait  Z'  .=^  rJ's  ;  en  siâ>stîkiiattt  donc 
pour  z  cette  valeur  dans  l'équation  (b) ,  on  aura  la 
valeur  de  rj's,  et  Ton  en  conclura  immédiatement 
celle  de  la  fonction  rj^r. 
•    Si  poiir  abréger  on  feît  '  ■  ,-  - 


'v'^+'^=''  ^^^ 


z  déviant  être  supposé  égal  à  zéto ,  après  la  différen- 
tiatidn  dans  la  valeur  de  P'. 

En  substituant  pour  x  et  jr  leurs  valeurs  rtosi; 
et  rsint;^  relatives  au  mouvement  elliptique  ^  on 
trouvera  ,  k 

*            sin  vfr  cos  vPdt  —  co«  v  /r sin  vPdi      /-*  % 
cTr  =  i >      y        t-T-r=J ^  >  W  . 

|//«a(i-0         •  ,  .      '^ 

U  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pouiyait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues,  au  moyen 
de  la  formule  (6),  n!^  8g  >  livre  II ,.  ou  plus  simple-- 
ment  au  moyen  de  Téquation  du  mouvement  ellip- 
tique r^dvrsidts/ ijui{  I  — ^)^  qui  donne,  n^î  45,  livre  II, 

mais  il  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Pour  cela ,  reprenons  la  formule  {cC)  du  n*  85,  livre  II, 


^=/*(?-^>. 


dans  laquelle  on  suppose  kz=^  v7m(i— e*) 
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>I/éq«alién  <âc  l'ellipse  donne       ' 


.'.  : 


•  •  '  .  î     •  I       .  »  •        rrvTî  *  •>  ^        t  •     ■      '^  i  !L  l      W  \t 


I    -f-  C  C08 


en  prenant  le  périhélie  de  ifi  ff^Vi  jl'priçfppidei'angle  v. 
Au  moyen  de  cpltte  valeur  à/fret  de  cell^  de  J^r,  on 
trouve  aifléinent:;.  .,    ■    •' 


En  observant  que  Ton  a ,  n^  4  >   :r  "t" 
par  te  n?  45 ,  tivrc  H  jOn  trouve 


# 


On  a  d'ailleurs 

* ,  '   • .  *  f    ..il  f.i 

ev'par  les<foriinrie&  du  mbuy^tliâat  ^Uiptiqne 


K»;ittD  g  di-^»^  là». 


,  dt     .     r^       dr  ^^^      erûnv  -dr       '    cArsinv 

Auitiày^xi  de  Çiç$' Viafeui^  bn  trôèVe  ^    -  ^ 

Si  dansTexpression  da /z^o^v  ^Vib^U^  cette  valeur  et 

celle  de  I  —dv ,  on  aura 

J    r     .     ..'  «J  *  i,,'   ...    ... 
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)/rçp8iiPdï    \  (C) 


^tf(ï— tf») 


,  Cette  expression  se  réduit  aisemept  à  une  formé 
plus  sijnple;  en  subst^Uant  en  effet  a  la  jpiace  de  P  sa 
valeur  dans  le  dernier  ternie  •  et  en  lé  combinant  en- 
suite  avec  les  deux  premiers ,  on  trouve 


+  /  r   •  .1  K  Tcosi 


ecosv 

i/tdt 


.  _        ,  ecosi; 


En  substituant  pour  r  sa  valeur  dans, les  expries- 
sionâ  dé  ar  et  de  S'Sy  on  voit  q^u^elles  se  trouveront 
imniédiatemeiit  ramenées  à  là  même  forme  que  là 
fonction  pi'écédente. 

Las  t^:o^xfprmulç5  (A)^  (3)^<(C)  douneroqt  douç 
sous  forme  finie  les  perturbations  du  rayon  vecteur^ 
de  la  longitude  et  de,^,  latitude ,  ce  qui  pe^t  être 
très  utile  dans  la  tbéorie  des  petites  planètes  bii  ces 
perturbations  ne  peuvent  être  déterminées  que  p'àt 
4eft>^a|dratttrès^^  à  CTOde  de  là  grandeur  des  excen- 
tricités*^  leurs  <M^t6S.  Les  méhi€f$'â>tnmleâ^poai^ 
vaîetiC  èttie  eittip^ojrées  aa|6J  par  k  mehie  raiâon  dans 
la  ihéc^riié  des  comètes,  mais  il  esrf:{7jr^érable  de  «e 
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servir  alors  des  formules  du  livre  m.  Dans  tons 
les  cas  y  pour  calculer  par  des  quadratures  les  ex- 
pressions précédentes^  on  commencera  par  substi- 
tuer pour  dt'la  valeur ■  ^ ,  et  pour  R  sa 

valeur  en  fonction  des  rayons  vecteurs  et  des  longi- 
tudes vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  planète 
perturbatrice.  En  nonimant  y  Finclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  et  II  la  longitude  de  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  Tangle  v,  et  en  faisant  V  s=  cos*  -j  y  cos  (v'  —  v) 
+  sin* iy  cùsfv^ -j^v  —  ail),  on  aura^  par  le  n*  a5. 

De  cette  expression  on  conclura  par  de  simples  dif- 

férentiations ,  celles  de  ^R  et  de  r  ^ ,  et  par  suite  les 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  P 
et  P'  dans  les  formules  précédentes.  On  pourra,  par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques ,  exposée  n*  2i5 ,  les  intégrales 

fr^sinvVdv,  fr^co&vPch  ^  fr^&invP'dv ,  /r^cœvP'dv, 

ainsi  que  les  intégrales  jr^Pdv  ,  Jr^  -j-  dv  que  ces 

formules  renferment. 

Dans  la  théorie  des  planètes  principales,  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
séries  convergentes,  et  c'est  sans  contredit  la  mé- 
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thode  la  plus  simple  que  Ton  puisse  employer  pour 
obtenir  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  proportionnel- 
lement au  temps,  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
seryir  pour  un  temps  indéfini.  L'emploi  des  formules 
précédentes  serait  alors  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  trois 
yariables  J^r,  S'v  et  JV  ;  et  c'est  par  cette  raison  que 
nous  n'avons  eu  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires.  Mais  lorsqu'on 
veut  déterminer  les  coefficiens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies^  ainsi  que  nous  l'a- 
vons indiqué  n®  ^5,  les  formules  précédentes  sont, 
je  crois ,  les  plus  cpmmodes  que  l'on  puisse  em- 
ployer, dans  ce  cas,  pour  en  conclure  les  valeurs  de 
«Tr,  S'v  et  <^^. 

En  effet ,  au  moyen  d'intégrales  doubles  on  pourra 
toujours  9  comme  on  l'a  vu  n®  ^5  ^  déterminer  les 
coefficiens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t ,  des  fonc- 

r^dt,et  Ton  développerait  par  con- 
séquent, de  la  même  manière,  lesfonctions/rsinvPdjf, 
frco&vfdt,  frsinvP'dt ,  frcosvP'dt.  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formules 
(A) ,  (B)  et  (C) ,  et  en  mettant  pour  sini;  et  cos  v 
leurs  valectrs  développées  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  de  la  planète  m, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 


k  uo  t/^mpa  ipdiifiûi  »  las  plu»  €xdct^  qmi  la  tliféotie 

U  ferait  à  dé$îrer  quequ^lqftie  oaiculateur^élé  fit 
l'applicatioa  de^  formulai  pf^éc^d^ntea  à  U  détermî^ 
imUoii  de»  pc^rtur]i>atioâ8  de  tontas  le^.grande^  ]^ 
nèteis*  U  en  Tëstilterait  la  moyen  le  plus  9Ùr  pour 
vétifier  les  inégalités  déjà  >  calculées  ^  par  d'autres  mé- 
ibedes,  et  découvrir  les  inégalités  sensibles  44i  au»*- 
.rnient  pu  jusqu'ici  échapper  aux- investigations  des 
géomètrésr  M»  Hansen,  astronome  attaché  à  ^obs6^ 
vatoire  du  Séeberg ,  a  déjà  essayé  sur  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne  un  travail  Semblable;,  mais  le 
choix  oialheurêuxdesvairiables  qu'il  a  cru  dévoie  $ub&' 
tituer  aux  trois  coordonnées  JV»  <^^,  J's,  ^néralen^ent 
adoptées  par  léi  astronomes,  des  innovations  analy<- 
tiques  dont  les  avantages  ne  rachètent  pas  la  bisan^ 
rie,  enfin,  l'absence  complète  de  clarté  et  de  mé- 
thode, rendent  ce  travail  à  pe^  près  inutile  (^). 
J'invite  donc  les  jeunes  géomètres  à  reprendre  cet 
objet  soKs  le  point  de  vue  que  nous  leur  indiquions  : 
peut-être  nous  sera-t  il  permis  d'y  revenir  dân&  la  suite 
de  cet  ouvrage,  mais  nous  allons,  pour  le  moment , 
porter  notre  attention  sur  d'autres  points  de  la  théorie 
du  système  du  monde,  la  déterimtâtion  des  inéga- 
lités plânétfiiiies  «  nous  ayi^Mit  àêjk  entraîné  liîeu  au- 
dielà  des  limites  cfue  nouç  nous  étions  pveaoritesi. 

,  (^  Foir  k  compte  qée  ^'eo  ai  rsnèiK  dans  la  HmnaUsanùs 
4e^  7>m^  pour  1837. 
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hé^ocentriqueî  de  Jupiter  e/t  SaémHe* 


t. 


M  S«  En  rauQÎssant  les  difF(pr«ate6  in^galitéa  takul^^y 
4wr5  Ion  chapitres  Yl  et  YIl^  i>a  a  obtenu  les  ei^pr^^r 
sions  des  longitudes  yraie&^  etdes'  rayons  T^ecteura  4^ 
Jnpiter  el;  de  Saturne,  les  plusesactea  que  Fëtat  fic- 
4teeli  de  l'analyse  permette  d'espmr*'  Dans  W  foffv 
AEUilea  stiivaates^  t  repr^eote  nu  «èmbre  qu^lcoilr 
que  d'années  juliennes  ou  de  56Sf  ^^  ^mftàs^.% 
partir  de  minuit  le  i"  janvier  1800.. 

Soit,  pour  cette  époque,  :,  ^. 

n'-t  H-  6*"  =  8i*5a'  i9",5  +  t  3o%349984, 
ri't  -^  é'  s=s  125.  5.29,4  +  t  i2®,a3ii48, 
H'H  4-  4^"  «  i^.5o,  t6>4-«^:  f  >  4^:ï^48ciO:,' 

ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
nes d^  Jupiter,  IBatume  et  llràtras ,  ceitipliées^ile  Vé^ 
quinoxe  fixe  it^  i8oOv  Ilataà  ce$  expressions,  nous 
If^ops substitua  k  ia^^^ace  de%;nK>yens,rqQUïemens 
w*%  n"  et  ri",  rapportées  n*  88 ,  leurs  valeurs  résul- 
tttfiiteii»  d^s  correcfi^ms  iudiqiiées  ^t^  les  '^qudtiong  dé 
jcbtidifî^  q«i  0àli  seyyi  à  former  Un  tiQuveUes«tdil^ 
tleM^-Bouvatid.  ■    ^  •.'.••• ..  •  > 

û>'"=     u*   /36"+  t  6",685i22  —  1^0,0062^^, 
Cfsl*  =:    89.  8.20  -f-  i^  1 9'',o55a44  4-  ^'0,600162, 
ct^^=    ^8.2545  +  «3ffV58^^5or  '•         ' 
a'"is2  111.56.  7  +  <5i'',52Ï3i.'      ■ 

héè  termes  oonstans  <iîns  ces  expreissiônisr  sôht  les 
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longitudes  des  périhélies,  et  des  nœuos  de  Jupiter 
et  Saturne,  comptées  du  même  équinoxe  que  les 
longitudes  moyennes  n^^t  -}-  «'^  9  ^^^  +  ^^f  et  rela- 
tives à  la  même  époque  ;  les  termes  proportionnels 
au  temps  t  sont  les  variations  sÀmlaires  de  ces  lon- 
gitudes déterminées  n"*  91  et  101  • 
*  Supposons  maintenant  que ,  pour  abréger,  on  re- 
présente respectivement  par  p  et  p'  les  argumens 
des  deux  grandes  inégalité  de  Jupiter  et  Saturne; 
en  sorte  qu'on  ait 

p  =  5nJt  —  «««▼!  -f-  5tv  —  ai'v  -f-  3» 4o' Sg*—  t  76^,3770  — 1«  o*,ooi3630, 
^rrSii^l  — aii*^«-h5i^  — ai«v-f  S'SS'aa*— «  7e*,598  —  !•  0^001164, 

et  soit  ensuite 

A  3=     (1 187",247— ^  o",o4845+<'  o,ooooo:226)sin/i 

—  la",  2 1 854  sin  2p , 

A*s=— (29o6",66i — <  o",  1 141  !+<•  o,oooooo5a)sin/i' 

+  39'',  76 1 56  sin  a// 
+  5o",894  sin(5/i^'«— /i^^4-  Sé^'—  €"— 87«28yOf 

la  quantité  A  représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter ,.  et  la  quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  l'inégalité  à  longue  période  dépend^^nte  de  f ar- 
gument Sri'^t  —  n^t ,  et  relative  à  Taetion  d'Uranns 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d'après  les  n""  loi 
et  loa,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne,  en  faisant  donc,  pour  abréger. 


I 

i 
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On  a  vu,  n**  65,  que  dans  tous  les  argumens  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coefficient  du 
temps  n'est  pas  5ri^  —  :i/z'%  ou  qui  n'en  diflerent-pas 
de  n^""  pour  Jupiter  et  de  tï"  pour  Saturne ,  il  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes  7i*V-4-ê"',  toV+ê' 
de. leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  Tangle 
Sjï't  —  271^" t.  Il  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Jupiter  q  eiq^k  la  place  de  zi'V+g" 
et  de  n^^  +  ê%  excepté  dans  la  grande  inégalité 'et 
dans  la  suivante  : 

loi'',  149  sin  {3n'^t  —  SazV  +  3g'^—  5g^+58^i  1'  34"). 

Si  l'on  veut ,  pour  plus  de  régularité ,  employer 
également  ç  et  ^'  à  la  place  de  n^^'t  +  è*^  et  de 
wV  +  É^  dans  cette  dernière  inégalité,  on  lui  don- 
nera cette  forme  : 

161",  149  sin (  5q  —  5q'  —  3A  +  5A'  +  58M  i'  34") , 

A  et  A'  étant,  par  ce:  qui  précède,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  développant 
la  quantité  précédente,  on  aura 

161",  149  sin  (5q  ~  5q'  —  58^  1 1'  34") 

—  (3 A  —  5A')  1 6 1  ",  1 49  C08  (3^'^—  5f  +  58'  1 1  '  54"). 

En  n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A  et  A'  qu'aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne , 
on  a  à  très  peu  près 

3A— 5A'=i8o95%o46sin  (5/i^/-^2«^'<+5i^-^2e^^+3"39'45'^)  ; 

d'où  l'on  conclura 

Tome  III.  33 
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— (5  A  —5  A')  1 6 1  ",  1 49  cos  (3ç  —  5q'+  58«  1 1  '  34") 

On  peat  ^  sans  erreur  sensible ,  substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalité  ^  et  q'  à  la  place  de  n'^'^+f  " 
et  de  ri't  +  f ^  ;  la  première  se  confond  alors  avec 
le  premier  terme  de  Téquation  du  centre  de  Jupi- 
ter, la  seconde  devient  égale  à 

7^o686  sin  {5q  —  109'  +  54«  5o'  55''). 

En  la  reunissant  à  la  suivante 

—  5^,7808  sin  (5^  —  lo?'  +  54»  3o'  55")  , 

on  aura  celle-d 

5^2870  sin  {5q  —  109'  -h  54*  5o'  55"). 

On  pourra  ainsi  substituer  q  et  q'  au  lieu  de  n^^t  4-  €'^ 
et  de  ri't  + 1^  ^^^^  toutes  les  inégalités  de  Jupiter, 
abstraction  faite  de  la  grande  inégalité. 

Il  faut  de  même,  d après  ce  qu'on  a  vu,  n*  65, 
changer  n^^t  +  ê'^  en  q  et  ni't  -^  ("  en  ^  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne,  excepté  dans  la 
grande  inégalité  et  daps  la  suivante  : 

—  644^,955  sin  {an*H  —  4nV  +  59*  54'  4"). 
On  peut  donner  à  cette  inégalité  cette  forme  : 

~,644",955  sin  (29  ~  4q'  —  :ïA  +  4A'  +  69^34'  4"). 
En  développant  cette  fonction  ^  on  a 
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—  644",955  sin  (aj  _  4^' _j- Sgo  5^/^»/j 
+  (aA  —  4A0  644^',953  cos  (2q  —  4q'  +  Sg»  54^  4"). 

Ea  «abstitnant  pour  A  et  A^  les  parties  de  '■  leurs 
valeurs  relatives  à  l'argument  SH't  —  an'V,  on  trou- 
vera ,  à  très  peu  près , 

(2  A  —  4A')  644",955  cos  (zq  —  4q'  +  59"  34'  4")\ 

-3i",89o)      .  ,        ,     ■      ■        +63' 12' 36") 

^  +55»  55' 32"). 

On  peut ,  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  subs- 
tituer qeiq'  k  la  place  de  n"<  +  «•♦  et  de  n^t  -1-  «»  ;  la 
première  se  confond  alors  avec  l'équation  du  centre 
de  Saturne ,  et  la  seconde  devient 

—  2 1",890  sin  {4q  —  99'  4-  55»  55'  Sa"), 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante,  trouvée 
»•  102 , 

8",766  sin  (49  —  99'  +  55»  55'  32") , 
on  aura  cellé-ct 

—  i3",  124  sin  (49  —  99'+  55°  55'  32"). 

On  pourra  donc  maintenant  substituer  q  et  a'  a  la 
place  de  w'V  +€'"  et  de  nH  +  g^  dans  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  à  Texceptiôn  des  grandes  iné- 
galités de  ces  deux  planètes. 

Si  Ton  suppose  la  précession  annuelle  des  équinoxes 

33.. 


\ 


5i6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

de  5o",3235o,  la  longitude  vraie  i^''  de  Jupiter  dans 
son  orbite,  comptée  de  Téquinoxe  moyen  et  rapportée 
au  minuit  qui  sépare  le  3i  décembre  1799  du  i-^  jan- 
;Vier  1800,  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 


f»<v=s^4-(5o^la3 


(f9862*.8o  4.  t  o',63a4i)  sin    (q  —  «'0 
(5()7%55  +  t  o*,o38o7)  «in  a(y  —  ••^)| 
(a4*,9a  -H  t  o%ooa4o)  sin  3{<7  —  •") 
{i",iç>  4-  t  o>ooi6)  sin  4(<7  —  •'^) 
(o^joè  sin  5(7  —  •«▼) 


-  84*,63  • 

L  ie',3!i  • 

.+  3",75  . 

)-*-  i*f69  « 

'-fi  o*,4i  » 

.+  ©",16  • 


1: 


} 


n  (ag  —  a^'  —  i»io') 

a  %  -  7') 
n  4(7  -  /; 

a  6(7  -  tO 

(i3a*,39+  f  o*,o67)«in(7— 07'— la^afî'-htiS",?) 
I7*,a9  «in  (37  —  4/  +  57"  ^^0 
3",a9  »in  (57  —107'  -f-  54»  3</) 

f      (83*,45— «  o*,oo5>in(a7-.37'-«oo54'+«  a?',!)  ) 
-*-\-.     i'',58«in(47  — 67'+54oa(y)  J 

-f<»6»*.i5H-«o",ooi4>in(37-57'-4-58«  1  l'-H  45",3ï) 

—  i5*,a8  flia  (87  —  4^^  —  61046O 
-f-  ia*,a7  sîn  (87  —  37'  —  9*  35') 
-f     9",5o  sin  (37'—    7   H-  69045') 

H-  1 1  ",o5  sin  (7'H-  43«5eO—  5*,44  «10(07'+  43°55') 

H-  ii^jia  sin  (47  —  57^  H-  Sg»  a30 

—  5",i3  sin  (a7  —    7'  —  i7«  50 
-f  i',ai  sin  (47  —  37'  —    3*  aS^ 

—  o^88  sin  (57  —  67'  —  65*  tO 
H-  o',74  sin  (7'   +    7   -4-  67*  4') 

I^I4  sin    (7  —  7*) 


1  + 


I  ,iq  «in  W  —  9  ;  1 
o'',59  sin  a(7  —  7")  l 
o^o5  sin  3(7  —  7").) 


On  a  réuni  sous  une  même  parentlièse  les  iné- 
galités qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
table.  La  réduction  à  lecliptique  se  fera  par  les  mé- 


\ 
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thodes  ordinaires  ;  elle  est  égale  à 

—  27",i5sia(2i''^  —  qa'^). 

Le  rayon  vecteur  r*^  de  Jupiter  sera  déterminé  par 
la  formule  suivante  : 

r*^  =  5,108760  -f-  t  o,oooo3S4 

—  (o,35o358  -f-  t  0,0007964)  CO8  (q  —  ^'▼) 
|—  (o,oo6oaa  -f-  t  Oy0ooo384)  cos  %{q  -^  ^*^) 
I —  (o,oooai8  +  t  Oyoooooai)  ros  3(9  —  m'O 

—  (0,000093  -f-  t  0,000000)  cos  4(7  —  «"^J 

0,000647  COA  (q  —  q^) 


f      0,000047  ctM.    {q  —  q')     1 
|—  o,ooa77i.  co§  ^(q  ;—  7')  S 

l—  0,000289  <îo«  K^  —  vÔ  J 


—  0,000272  coi  (  q  —  a^  —  35*  49^) 

—  0,000919  cos  {2q  —  39'  —  67^550 

—  0,002020  cos  (3<7  —  59'  4-  58*  Y) 
+  o,ooo238  cos  (iq  -^  4v'  —  6i«  il*) 
— -  0,000129  cos  (3^  —  29'  —  12*  40 

—  o,  000065  cos  (9'  -f-  29®  i3')  H-  0,000074,  co«  (29^  +  ii«i^ 

—  0,000292  cos  (5^'—  29  —  i5*  33') 
-+-  0,000091  cos  (59' —  4^  •+"  *4*^a3^. 

Enfin ,  pour  déterminer  la  latitude'  de  Jajntér  âa- 
dessus  de  l'édiptique  yraie,  on  aura 

/j"  =  (i"  19' a",7,—  i  ©"^aaSoS)  sia((^'—  ««») 
+   o",635i  sin  (  q  —  2^  —  53*  54') 
4-    i",07ii  sin  (2^  —  33'  —  55» 54').      , 
+  ii",5986  sin  (Sj  —  5q'  +  So'aô') 
—  o",9978  sin  (q'  H-  53»  540. 

En  rassemblant  de  même  les  différentes  inégalités 
déterminées  chapitre  YlII^oa  aura  pour  la  lohgitudÎB 
héliocentiique  de  Saturne  la  formule  suivante  :. 


5rff  TngORIE  ANALYTIQin& 

•    '  «  ■  ■ 

K^  =  ^'  H-  t  5o*,îîJ5o 

(39«,48  —  t  o",oo66)  sia  3(<7'  —  »▼) 
(iir>;g  -  t  <,oop5)L  HJQ  4i7'  -  •^) 

ag^^o  sin    (<;  —  /  -f.  770  45^)  .^ 

-  3i'',89  «in  a(7  —  q*) 

-  6*,65  sin  3(17  —  -7O 
+  {—      l^99  sin  4(v  —  ^0 

I-      o«,7i  iifn-5(^  -.  ^^) 

—  p>7  rfn-6(^  i:-' 9')  • 
^-      f,!»  «in  7(4r  -  ^0 

« 

—  (424",83  4-«o>îia7)8in  (9  —  V  —  13»  67'^ -f-  «i3",89> 

—  (65a",59  —  «  o,o38i7>  sitt  (aqr  --.  4^'  ^.  $^«34'  —  t  6o",76> 

—  (48",89  —  f  o,ooo366)«ii>  {^-^    <^  H^  .^S»  4'  —  «  34*^S) 

—  â4",37  sin  {iq  —  3<3r'  -h  %o»ifSO 
4-  ii-,44  8i«('9,4-84«3()')  .  ,  ,  , 
--  i3''ia,  sin  (4^  ^  99l'  +'65»56') 
-+.  4^966sin(39  —  4/  —  61  •45') 
+  3',o6  sin  0^9  7-.  ^'-rf-  3o»  45') 
-f.  a'',97  sin  (3^  —  5^'  -f  Sg»  12') 
+      i",44  sin  {^q  —  57  -^  610  57') 

'-4^      d**,$3  sin  (i[^  —  69'  —  6i«  53^) 

—  io*,07  «n    (^'  —  9").  . 
+    i5',73  siu  a(,'  -  ,") 

f+'     o«,34  sm  4(9' -  «")  ; 
-h    io",7i  sin    {q'  —  a*/"  -f»  73**  uO 

La  reductioû  a  l'ôcliptîqtie  est  é^âle  à 

Le  ravon  yecleur  4e  Saturne  sera  donné  par  la  for- 
mule  suivante  : 


,      4 
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i-v  =  9> 557777  —  t  0,0000167 

.*  (0,534988  +  i  o,oooodg66)  cos    (q'  —  m'') 

—  (OyOi5oo5  H-  t  0,00000167)  cos  3(9'  —  aK) 

—  (0,000634  -^  t  0,00000011)  cof  3(9'  -^  •▼) 

—  o,oooo3a  cos  4(^  *~  •*) 
— •  0,000339  cos    (9'  —  lo*  ai') 


{0,00763    co»    (ç'  —  9  —  i^iST  1 
4-    0,00140    cos  2(9'  —  q)  r 

-f-    o,Of>o34    cos  3{q^  —  ^)  -^ 


4-   0,0054^    cos  {q  —  itq'  —  11**  lo') 

+  (0,01479—  t  0,000000734)  cos  (47  —  4^'"+'  59**  ay—  I  ôS^j^i) 

—  0,00119  cos  (3^'  —    ç  —  90°  la') 

—  o,ooi55  cos  (3^'  —  a^  +  38o550 

—  o,oooai  cos  (3^  —  4<7'—  6iOa3'} 
+  0,00095  co»  (5^'  —  aijr  +  3a®  3a') 
+  0,00016  cos    (9'  —  q") 

—  0,00043  cos  ^(q'  —  q") 

—  0,00066  cos  (a^  —  iy*  4-  a3»  440. 

Enfin  y  la  latitude  de  Saturne  au-dessus  de  Vé^ 
cliptique  yraie^  sera  donnée  par  la  formule  suivante  :. 

s^  »  (3*»29'5o^5  —  ^o",i55i57)sîn(p*— A^) 
,     f       5",i8  sin  {2q'  —    î  +  55*54')) 
1+  9^5i  sin  {4q'  —  ^i^f  —  6o^:i4')j 
H-  o",55  sin  {aq  —  5?'  —  SS^  54') 
-t-  i",8i  sin  (  5r  -f-  55* 54') 
~  o",67  sin  (2^  —  5g"  —  54*  S')- 

Les  expressions  précédentes  diffîrent  peu  des  for- 
mules employées  par  M.  Bouvard  dans  la  construction 
^de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne>  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradley  et  Maskeline,,  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptiqjae.  La 
plus  grande  erreur  ne  s  élève  qu'à  1 2''  pour  Jupiter^ 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  et  de  Ych- 
seryation  sont  beaucoup  moindres  relativement  à  Sa* 
turne,  tandis  qu'il  y  a  5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète .  s'élevaient 
quelquefois  à  22'.  Laplace  s'est  assuré  aussi  que  ces 
formules  y  qui  représentent,  avec  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer,  les  observations  modernes, 
représentent  également  bien  les  observations  de 
Flamsteed  ,  celles  des  Arabes  et  les  observations  an- 
ciennes rapportées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n'eut  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  viens  de 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m'a  in- 
diqué de  rectification  importante  à  faire  aux  valeurs 
calculées  par  Laplace,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  du  carré 
des  forces  perturbatrices.  11  serait  à  désirer  cepen- 
dant qu'on  comparât  de  nouveau  les  formules  ainsi 
rectifiées  aux  iq4  oppositions  de  Jupiter  et  Saturne 
qui  servent  de  base,  aux  nouvelles  tables  de  M.  Bou- 
vard; les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  :  mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l'a  dit  n**  87,  pour  la  masse  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à  peu  près  celle 
qu'avait  donnée  Newton ,  une  correction  qui  rappro- 
cherait sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  clongations  des 
satellites  observées  par  M.  Airy. 
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CHAPITRE  XXII. 


Formation  des  Tables  astronomiques  par  la  compa* 
raison  des  observations  et  de  la  théorie.  Détermina^ 
tion  du  plan  invariable.  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires, 

II 4*  Nous  allons  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  planétaires,  et  montrer  comment,  par 
le  concours  des  observations  et  des  formules  de  la 
théorie,  on  peut  s  élever,  de  siècle  en  siècle,  à  la  con- 
naissance plus  exacte  de  tous  les  mouvemens  célestes. 
Nous  entrerons ,  à  cet  égard ,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s'occupent  spécialement  de  cet  objet ,  mais  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
monde ,  et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné , 
combien  la  détermination  théorique  des  inégalités 
séculaires  eX  périodiques  des  mouvemens  planétaires, 
a  d'influence  sur  les  valeurs  des  élémens  d'où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques ,  et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus , 
pour  donner  à  ces  tables  toute  la  précision  que  les 
observations  comportent. 

Dans  rétat  actuel  de  l'Astronomie,  on   doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  ëlémens  de 
leurs  orbites  comme  à  peu  près  connus  ,  et  ils 
n'ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu'on  déter- 
minera à  mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à  faire  connaître  les  valeurs  exactes  des  masses , 
et  les  coefficiens  indéterminés  que  nous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules ,  et  qui  représentent  les 
corrections  dont  les  masses  que  nous  avons  adop- 
tées sont  encore  susceptibles ,  seraient  aisément  dé- 
terminées ^  si  l'on  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malheureu- 
sement les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes ,  et  les  modernes  trop  rapprochées ,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  de  celte  manière  les  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées ,  on  est  obligé  d'employer ,  à  leur  dé- 
faut, les  inégalités  périodiques  résultant  d'un  grand 
nombre  d'observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  autres  élémens 
du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela,  on  réunira  un  grand  nombre  d'ob- 
servations faites  avec  de  bons  înstrumens ,  par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  On  convertira 
d'abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
Taberration  et  de  la  nutation,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrique ,  c'est-à-dire  vues  du  centre 
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dû  Soleil,  par  les  formules  connues,  et  Tôu  effec- 
tuera les  nuêmes  opérations'  sur  toutes  les  observa- 
tions dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
dès  t^lés  |»:oyisoîres  qui  résultent  des  formules  pré- 
cédepitea,  disposées  comme  on  l'a  yn  n""  107,  on  calcu-^ 
lera  les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  nsiêmes  époques.  Si  ces  tables  étaient  exactes  et 
les  observations  d'une  rigoureuse  précision ,  les  va^ 
leurs  résultantes  de  l'observation  et  du  calcul  de- 
vraient, être  identjk{uement  les  mêmes;  les  différences 
seront  doue  Terreur  des  tables,  puisque  l'on  suppose 
que  Ton  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d'une  très  petite  quantité 
cbacun  des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  ainsi  que 
les  valeurs  des  masses  perturbatrices ,  dans  l'expres- 
sion, de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète^  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie ,  on  aura 
autant  d^équations  de  condition  entre  les  corrections 
qu'on  a  fait  subir  aux  élémenS  elliptiques  de  la  pla- 
nète et  aux  masses  perturbatrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  plus  grand  nombre 
que  les  inconnues  qu'elles  renferment ,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  manière  à  réduire  leur  nombre  à  celui  des  incon- 
nties ,  et  en  les  résolvant  par  les  méjbodes  ordinaires 
d'éUmitiation ,  on  en  déduira  les  valeurs^de  ces  quan^ 
tités.  On[-aura  ainsi  le  moyen  le  plus  exact  que  l'on 
puisse  employer,  dans  l'état  de  perfectionnement 
qu'a  atteint  l'Astronomie  théorique  et  pratique,  pour. 
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arriver,  par  des  corrections  successives,  à  la  détermi- 
nation exacte  des  masses  et  des  élemens  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  Y^  la  longitude  hëliocentrique  de  m  dé- 
duite de  l'observation ,  et  Y  cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes ,  ou 
des  tables  provisoires  qu'on  en  aura  déduites ,  et  soit 
cTY  la  variation  de  Y  résultant  des  corrections  de 
chacun  des  élémens  qui  entrent  dans  son  expression , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
*  donnera  Y  =  Y'  +  erY,  et  par  conséquent 

J^Y  =  Y'  —  Y. 

Si  Ton  désigne  par  F,  F'',  etc. ,  les  perturbations 
qu  éprouve  la  planète  m  par  l'action  des  planètes  m'y 
rrHj  etc. ,  en  vertu  des  formules  du' mouvement  trou* 
blé,  on  aura 

V==n^-f€+2esîn(n^4.6--û>)+m'F+m'T''+etc., 

en  n'ayant  égard ,  pour  plus,  de  '  simplicité ,  qu'au 
premier  terme  de  l'équation  du  centre,  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  considération 
des  autres  termes,  seraient  absolument  insensibles.  De 
même,;on  ne  conservera  dans  P',  P'',  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coef&ciens  les  plus  considérables. 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  J^ 
cette  expression ,  en  faisant  varier  les  constantes  du 
niouve  ment  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  m', 
w'V  etc.,  que  pour  abréger  on  fasse  ps=s/ït+ g  — û>, 
on  aura 
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€i  par  conséquent ,  entre  les  variations  tj'ny  cTi,  etc., 
on  aura  l'équation  de  condition  suivante  : 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable, et  la  résolution  de^  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés ,  fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  iit^ 
cTe,  J'Cf  ^cù ,  et  celles  des  masses  perturbatrices  m\ 
m",  etc. 

Les  observations  de  la  latitude  fourniront  des 
équations  semblables ,  qui  serviront  à  corriger  les 
deux  autres  élémens  de  l'orbe  elliptique ,  cW-à-« 
dire  ceux  d'où  dépend  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet ,  si  Ton  nomme  ç  l'inclinaison  dé  l'orbite  de  m 
à  l'écliptique  fixe,  a  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant,  et  S  le  sinus  de  la  latitude,  on  aura 
S=:sin^sin(y  —  e^);  en  différentiant  par  consé- 
quent par  rapport  k(petka,  on  aura 

cTS  =  J^^  cos  <p  sîn  (V —  a)  —  <Pa  sin  ^  cos(V—  et). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée ,  et  S  le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

J"^  costp  sin  (V  —  a) — J'a  sin  ^  cos  (V — a)= S' — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En  appliquant;  à  ces  équatiohà 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  facile  d'en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  cT^  et  «Ta,  de  ma- 
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nière  à  satisfaire  le  plus  exactement  possible  à  Ten^^ 
semble  des  observations. 

Avec  les  élémens  elliptiques  et  les  masses  pertur- 
batrices ainsi  corrigées ,  on  construira  de  nouvelles 
tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
l'on  a  employas.  Chacune  de  celles  qu'on  fera  dans 
la  suite  y  comparée  aux  résultats  de  ces  tables ,  four- 
nira de  nouvelles  équations  de  condition  que  l'on 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d'en  rassembler  un  assez  grand  nombre  ^  en 
combinant  entre  elles  les  équations  de  condition , 
tant  anciennes  que  modernes  ,  on  déterminera  une 
seconde  fois  les  corrections  des  masses  et  des  élé- 
mens elliptiques  avec  lesquels  on  construira  de  nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  con^ 
tinuant  de  la  même  manière ,  et  en  répétant  cette 
opération  à  des  intervalles  de  dix  ou  vingt  ans ,  on 
parviendra^  par  des  approximations  successives^  à 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à  les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
cision. 

Cest  dé  cette  manière  qu'ont  déjà  été  construites 
deux  fois  depuis  trente  ans ,  les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus ,  que  l'on  peut  regarder,  pour 
l'ordre  et  la  clarté,  cooome  un  modèle  en  ce  genre. 
Ces  tables,  celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins,  représentent  avec  un  grand  degré  d'exac- 
titude toutes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  l'on  pourrait  ajouter  encore  à  leur 
précision ,  en  rectifiant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Jupiter  et  deSaturne,  omises  par  Laplace^ 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  Il  se^ 
rait  surtout  à  désirer^  comme  je  lai  dit ^  qu'on  reprit 
sous  ce  point  de  vue  la  discussion  des  équations  de 
condition  qu'a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations  ^  pour  s'assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront^  ne  donneraient  pas  à  la 
masse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu'on  a  conclue  des  élongations  de  ses  satel'* 
lites,  d'après  les  observations  les  plus  récentes^  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mouvemens  de  Cérès^  Junon  et 
Vesta. 

Les  tables  d'Uranus  qui  avaient  ^  lors  de  leur  for- 
mation y  toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus^  dit*on  ^  que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles^  si  rappro- 
chées cependant  de  cette  époque.  Il  fautrattribuer  sans 
doute  ace  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  f&t  rangé  parmi  les  planètes,  n'ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables,  à  cause  de  leur  peu  de 
précision ,  et  que  celles  qui  ont  été  faîtes  depuis  1781 
n'étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  On  a 
cru  aussi  qu'il  serait  possible  que  cette  planète ,  qui 
s'éloigne  à  de  si  grandes  distances  du  Soleil ,  dans 
les  espaces  où  nos  meilleures  lunettes  ne  peuvent  la 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui, 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu'il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu^après  un  intervalle  de  temps 
assea  considérable  pour  qu'on  ait  pu  réunii!'  un  grand 
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nombre  d'observations .  et  former  de  nouyelles  tables 
de  la  planète.  On  s  assurera  alors  si  ces  tables ^  phis 
exactes  que  les  premières^  sont  encore  insuiEsantes 
pour  représenter  ses  mouvemens* 

II 5.  Nous  avons  donné,  dans  le  n'  7g,  livre  11^ 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde ,  c'est-à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement ,  et  nous  avons  indiqué 
Fusage  qu'en  pourraient  faire  les  astronomes ,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacemens:de$ 
orbes  planétaires ,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nus. Si  l'on  nomme  y  l'inclinaison  du  plan  inva- 
riable à  l'écliptique  fixe  de  1800,  et  D  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan ,  on  a ,  par/  le 
numéro  cité, 

.     _  2ml/a(i — e')8m^8in#i    ") 

tang>sinn  == —'       ^ ,/ 

„  2ml/û(i  — c*)8m^cos«    l 

tang  >  cos  n  =  y  -/  --^=^ > 

^^  2fn\/a(i  — e')co«^         ' 

le  signe  2  représentant  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  relatifs  aux  planètes  m',  m%  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d'elles ,  dans  ces  formules ,  à  la 
place  de  m,  a,  e,(peta,  leurs  valeurs  données  n*88^ 
ouf  a  trouvé 

n  =  io5<^  8' 45'', 

3.  =      !•  34'  i6". 
En  remplaçant  ensuite  e ,  ç  et  a  par  leurs  valeurs 
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telatives  à  Fécliptique  fixe^  calculées  pour  l'époque 

de  2000    d'après   les  formules   du  n"*  91 ,    on    a 

trouvé 

n  ==  io5^   8' 50'', 

Ces  valeurs  s'écartent  peu  des  précédentes  ;  les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires. Il  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  la  longitude  du  nœud  que  sur  l'inclinaison ,  ce 
qui  tient  à  ce  que  l'inclinaison  y  du.  plan  invariable 
sur  l'écliptique  étant  peu  considérable  ,  les  numéra- 
teurs des  équations  (i)  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  tangll 
étant  donnée  par  la  formule 

lang  n  =  "^  ^  !z — , 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  Sm  \/a{i  —  e*)  sin  ^sin^  e 

Xm  \/a{j  —  e*  )  sin  (pcosa^  peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tanglT ,  .et  par  suite 
dans  celle  de  l'angle  II.  La  même  remarque  s'ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes ^  et  des  comètes  ^  aux  formules  qui  donnent  la 
position  de  l'orbite  troublée  par  rapport  à  l'orbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta- 
Tome  III.  34 
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blie  Id  fixité  du  plan  invariable.  Cependant^  dsiùi 
un  chapitre  consacré; spécialement  à  montrer  les  se^ 
cours  que  la  théorie  peut  fournir  à  l'Astronomie 
pratique  y  nous  devons  restreindre  les  idées  peut-être 
exagérées  que  Ton  pourrait  se  former  de  l'utilité  de 
ce  plan  de  direction  constante ,  pour  la  détermina-* 
tion  des  mouvemens  célestes.  En  effet  ^  pour  que  la 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels,  il  faudrait  qu'on  pût  déduire,  pour  une  épo^ 
que  quelconque,  des  données  fournies  par  Tobserva-^ 
tion,  la  position  de  Torbite  de  chaque  planète  rela-* 
tîvement  à  ce  plan.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu; 
ainsi,  par  exemple,  au  moyen  des  équations  (i), 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
i'écliptique ,  à  un  instant  donné  ;  mais  pour  en  con-* 
dure  réciproquement  la  position  de  I'écliptique  rap-^ 
portée  au  même  plan ,  et  pouvoir  la  comparer  k  celle 
qu'avait  cette  même  écliptique  à  une  autre   époque 
quelconque,  il  faudrait  qu'il  existât  sur  le  plan  in-* 
variable  une  droite  fixe  d'où  les  longitudes  fussent 
comptées.  En  considérant  alors  le  triangle  sphérique 
compris  entré  la  droite  fixé ,  ta  ligne  des  équinbxes 
et  l'intersection  de  I'écliptique  et  du  plan  invariable, 
triangle  dans  lequel  on  connaîtrait  l'angle  y  formé 
par  lesf  deux  plans,   le  côté   H  oompris  entre   la 
ligne  dds  équidoite^  et  leur -intersection  commune, 
et  le  ààfté  tomprig  éntre^cette  même  ligne  et  la  drpiiç 
fixe,  on  déterminerait  à  chaque  époque  l'indniaisoa 
de  I'écliptique  sur  le  plan  invariable  et  la  longitude 
dé  ses  nœuds  par  rapport  à  une  origine  fixe^  sa  po* 
^ition  serait,  par  conséquent,  entièrement  détermi- 
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néCf   Nous  avons  vu  ^  n*  32  ,  livre  I ,  qu'en  fai- 
sant abstractoin   de  toute  attraction  étrangère ,  et 
en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent  y  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire   était   emporté    dans  l'espace  d'un  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a  proposé 
d'adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre ,  pour  la  ligne  fire  d'où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet ,  cette  ligne 
et  ce  plan  sont  peut*étre  les  deux  seules  choses 
invariables  que   nous  connaissions  dans  la  nature. 
Mais  pour  réaliser  cette  idée,  il  faudrait   que    la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fût 
dès  à  présent  bien  déterminée  par  l'observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent ,  et  facile  à  retrou- 
ver à  chacune  des  époques  futures  où  l'on  voudra 
faire  usage  du  plan  invariable;  c'est  ce  qui  n'a  pas 
lieu  et  ce  qu'on  pourrait  tout  au  plus  espérer  des 
progrès  de  la  science  ^  dans  un  avenir  très  éloigné. 

Le  plan  invariable  aujourd'hui  peut  donc  faire 
connaitre  simplement  les  variations  d'inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan  ;  mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à  trouver  une  droite  fixe  qui  pût  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds, 
toutes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effet, 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes ,  c'est  d'avoir 
les  variations  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à  un 
plan  immuable,  puisque  c'est  à  l'écliptique  qu'ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes  ;  or,  comme 
l'inclinaison  du  plan  invariable  sur  l'écliptique  fixe  est 
tcès  petite,  il  en  résulte,  comme  on  l'a  vu^  que  la  lon« 

34.. 
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gitude  de  leui^  intersection  commune,  et  par  suite ,  la 
longitude  du  nœud  de  Técliptique  fixe  ou  mobile  sur 
le  plan  invariable  qui  s  en  déduit^  ne  peuvent  jamais 
être  déterminées  avec  une  précision  rigoureuse.  Ain- 
si ,  de  légères  erreurs  dans  les  observations ,  ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  négligées 
dans  les  approximations  d'où  se  déduisent  les  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  produiront  de 
considérables  dans  le  rapport  de  deux  quantité 
I2.wv/a(i — 6*)sîn^sina  et  2m\/a(i — e'Jsin^cosa, 
et  par  suite,  le  nœud  de  Fécliptique  sur  le  plan  fixe 
paraîtra  avoir  beaucoup  varié,  sans  que  ce  nœud 
ait  subi  des  déplacemens  considérables. 

Heureusement,  dans  Tétat  actuel  de  l'Astronomie, 
la  considération  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire  ; 
son  utilité  pourrait  se  faire  sentir^  si ,  après  Tune  de  ces 
gi^andes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  les 
sociétés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  à  être 
interrompue  pendant  plusieurs  siècles,  à  l'époque  où 
la  civilisation  se  ranimerait ,  on  voulait  connaître  les 
véritables  déplacemens  qu'ont  subis  dans  l'intervalle 
les  orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouve-** 
mens  propres  qu'ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors- 
que des  observations  faites  avec  la  précision  qu'elles 
ont  aujourd'hui,  formeront  une  longue  série  de  phéno^ 
mènes  dont  la  suite  n'est  jamais  interrompue,  les  mou-» 
vemens  de  l'écliptique  et  des  équinoxes  pourront  se 
déduire  directement  de  la  théorie  et  de  l'observation, 
avec  toute  la  précision  nécessaire  pour  que  le  secours 
du  plan  ini^ariable  devienne  tout-à^-fait  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  effet,  que  jusqu'ici  les  astronomes 
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en  aient  fait  aucun  usage.  Cependant^  la  (découverte 
du  plan  invariable ,  par  Laplace ,  n'en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d'analyse , 
déduit  des.  lois  primordiales  du  mouvement,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tiojis  séculaires  des  élémens  elliptiques  des  orbes  pla- 
nétaires ,  de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
servent  à  vérifier  leurs  valeurs. 

II 6.  Les  variations  séculaires  des  élémens  ellipti- 
ques, en  se  dévelc^pant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor- 
rections que  doivent  subir  les  masses  des  planètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  ayons  supposées ,  déduites  de 
la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations 
aux  formules  de  la  théorie,  peuvent  être  déjà  regar- 
dées comme  très  approchées ,  et  sont  ce  que  l'on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l'état  actuel  de  la 
science.  La  masse  de  Mercure ,  déterminée  d'une 
manière  empirique,  laisse  seule  beaucoup  d'incer- 
titude ;  mais  cette  masse  est  si  peu  considérable ,  et 
les  effets  qu'elle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu'il  ne  peut  résulter 
de  son  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire: 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite  de  Jupiter  faites  p^r  M.  Airy  dans 
ces  derniers  temps ,  ont  considérablement  augmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Pound ,  contemporain 
de  Newton ,  et  les  seules  qu'on  eût  employées  jus- 
qu'ici pour  déterminer  la  valeur  de  cette  masse.  U 
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était  à  désirer  que  ces  obseryatiotis  fassent  yérifiëes 
Avec  le  plus  grand  soin  ;  nous  ayons  appris  que 
M*  Ârago  s'en  occnpe  en  ce  moment ,  et  les  résnl-^ 
tajs  satisfaisans  qu'on  a  droit  d'attendre  d'un  obser- 
.yâteur  si  habile  ^  seront  d'un  heureux  augure  pour  la 
JiOuyeUe  direction  qu'il  yient  d'imprimer  k  l'Obserya -^ 
toire  ix>yal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Arago  étendra  ses  recherches  aux 
^longations  des  satellites  de  Saturne  et  d'Uranus; 
nous  sayons  que  leur  observation  est  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
Jupiter  ;  mais  c'est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l'attentioa 
de$  astronomes ,  et  qui  .ne  peut  rester  plus  long-tempa 
indécis. 

L'obseryation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
fixer  l'attention  de  nos  astronomes.  Nous  ayons  été 
devancés  y  sur  cet  objet,  par  les  sayans  de  l'autre 
côté  du  Rhin ,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d'observations  exactes ,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
premier  avantage  qu'ils  en  ont  retiré,  est  une  correc^ 
tion  importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  qu6  l'on 
avait  adoptée  depuis  Nevvton. 

Mais  en  même  temps  que  l'Astronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu'elle  a  jadis 
occupé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localités 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment ,  nous 
né  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu'il  est  un  héri-^. 
tage  que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  légué  à  leurs  successeurs,  et  qui   ne  doit  paSv 
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péricliter  eii  leurs  maiiis }  c^e^t  le  dépôt  de  nos  tables 
âstrbnomiquesv  Nous  ayous  de  très  bomies  tables  des 
mouYemens  de  Jupiter  et  Sâturhe^  les  tables  dlTra* 
BUS,  de  Vénus  9  de  Mars,  de  Mencure  laisseut  à  dé^ 
sîrer.  Maié  avant  tout ,  et  eomme  base  des  autres  tra«-^ 
vaux ,  les  tables  du  Soleil  /calculées  par  Delambre^^ 
doiyéut  être  reprises  ;  tifoUsdevons  ànotre  honueur  de 
ne  pas  nous  laisser  gagner  de  vitesse  ^ur  ce  point.  Pour 
efiectuêr  cielle  entreprise  >  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France  ne  manque  ni  dé  calculateurs  habiles;  ni  de  sa-» 
Tans  'géomètres  pour  les  diriger  ;  les  tables  anciennes 
serviront  a  en  construire  de  nouvellesptus  exactes  que 
les  premières,  ce  Ainsi  les  travaux  des  astronomes^  en 
s'ajoutant  sans  cesse  à  eeux  des  astronomes  précédens , 
donneront  enfiii  le  plus  haut  degré  de  préeision  aux 
tables  astronomiiques  et  aux  valeurs  dont  elles  dé^ 
pendent  (*).  »'  .  -        • 

Quant  k  nous ,  nou$  terminerons  ici  ce  que  lious 
avions  à  diire  sur  la'  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde  qui  traite  des  inégalités  planétaires.  Ce  sujet 
nous  a  déjà  fait  dépasser  les  limites  que  noua  noue 
étions  prescrites,  mais  sa  haute  importance  ^exigeait  ce 
sacrifice.  Nous  avons  exposé^  dans  la  théorie  des  per- 
turbations des  planlètes  /  les  méthodes  les  plus  iogé-» 
nieuses  que  les  géomètres  aient  inTeittées  pour  lés 
déterminer;  nous  avons  donné  ensuite  les  expressions 
numériques  de  toutes  les  inégalités  sensibles .  <jui 
jpeuvent  en  résulter  dans  les  mouvemens  célestes'^, 
en  employant  les  élémens  elliptiques ,-  et  les  valeurs 


(^y 'Mécanique  cékste,  livre  X. 
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des  masses  les  plus  concordantes  ayec  les  obseryatîonsL, 
L'exactitude. avec  laquelle  ces  formules  représentent 
les  plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  par- 
venues y  montre  que  les  mouvemens  planétaires  ne 
sont  soumis  à  l'influence  d'aucun  corps  étranger  au 
système  solaire,  et  que  la  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parfaitement  assurée.  La  grande  loi 
de  l'attraction  universelle  suiQt  à  tout  ;  il  n'y  a  pas» 
une  inégalité  des  mouvemens  célestes  qui  n'en  dé-, 
rive  avec  une  admirable  précisioa;  et  lorsque,  dans 
ces  mouvemens,  quelques  anomalies  étranges ,  qui 
semblaient  échapper  à  toute  expliçatipn,  ont  fait 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  gêné--, 
ralité  ,  on.  a  bientôt  reconnu  que  le  défaut  des  mé-, 
thodes  ou  l'insuffisance  des  approximations  avaient, 
seuls  empêché  d'en  reconnaître  d'abord  les  causes, 
simples  et  naturelles.  Il  n'y  a  pas  long-temps  encore,^ 
quelques,  géomètres,  pour  expliquer  la  différence  des 
valeurs  de  la  .  masse  de  Jupiter ,  déduites  du  calcul, 
deis  inégalités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon- 
damentales des  tables  de  M.  Bouvard,  avaient  supposé 
que  l'attraction  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas, 
seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances  ,  mais 
encore  de  la  substance  du  corps  sur  lequel  elle 
s'exerce.,  et  qu'ainsi  il  était  nécessaire'  d'employer 
pour  Jupiter  une  masse  difiërente  dans  le  calcul  des. 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Junon,  Çérès  et  Yesta.  Mais  les  observa-, 
tions  de  M.  Âiry,  en  moiatrant  que  l'attraction  de 
Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu'il 
exerce  sur  les  petites  plauètes,  a^déjà  en  partie  ré- 
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futé  cette  assertion  y  et  le  nouveau  travail  dont  s'oc- 
cupe M.  Bouvard,  ne  laissera  bientôt  certainement 
^ucun  doute  à  cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obligés  de  renoncer  à  cettç  adn)Lirable  simplicité  qui 
est  l'un  des  caractères  distinctife  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Newton.  L'action  de  la  gravité,  en  rai-^ 
son  directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis-*, 
tances ,  est  la  même  sur  tous  les  corps  ^  quelle  qu^ 
soit  leur  nature;  elle  rend  compte  de  tontes  lésiné-^ 
galitës  du  mouvement  des. pi anè(e& et  des  satellites;^ 
elle  s'applique  avec  la  mêmç  précision  à  la  déter-^ 
mination  des  perturbations  des  comètes ,  quoiqu'elles, 
semblent  composées  de  substances  particulières;  en^ 
fin  y  si  l'on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  Laplaçe 
sur  rprigine.  du  système  planétaire,  cette  liDi  est 
l'unique  agent  ..qu'ait  employé  1».  suprême  ii^tellt- 
gence  dans  la  création  du  monde  physique.  Ainsi, 
seule  elle  a  présidé  à  sa  formation ,  comme  seule 
elle  suffit  aujourd'hui  à  ses  moi|t,vemens  et  à  sa, 
conservation. 


FIN  DU  TROISIÈME  VOLUME. 
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NOTES 


fiELATiVES  ÀU  LIVRE  VI. 


NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  Vexpressîon  de  la  fonction  perturbatrice. 

{Vojez  chap.  I".) 

»  ■  ,  .   y    .  *  •        • 

Pour  simplifier  dans  le  n**  i  du  Lyre  YI  y  nous  ayons  choisi 
pour  plan  de  projection  un  plan  passant  par  la  commune 
inlerMétion  des  orbites'  des  planètes  m  et  in'  r  'oiais  il  edt  aisé 
de'y^îf  qim  Fèxpvcssioni.de  la,*  fonctioii  R-:qiii  en  irésulte^  a 
cependaoït  toifte  la  généralité  do^t  elfe  Èât  suseieptiblë ,  ce  qui 
tient  à  ce  que  cette  fonction  ne  dépendy.commeon  Ta  ya, 
que  des  distances  mutuelles  de  m  et  m'^  et  dé  leur  distance  à 
Vorigine  des  coordonnées ,  et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxquels  elles  sont  rappor- 
tées. 

£n  effet,  soient  comme  dans  Içn?  i ,  chapitre  i**,  ^t  Xf  ^y. 
les  coordohnées  rectangulaires  de  n»  relatiyes  à  des  axes  quel-, 
conques,  soient  a/^%  4'  les  coordonnées  de  m%  faisons 

et  désignons  par  v  et  t/  les  longitudes  des  deux  planètes  m-. 
et  m'  comptées  respectiyement  dans  leurs  orbites ,  à  partir  de. 
leur  intersection  ayec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
c^elui  des  coordonnées  x  etjr. 
Iga  nommant  i  Tincliriaison  de  l'orbite  de  m  sur.  le  plaa« 
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Axe  y  et  6  U  long^ude  de  son  nœud  ascendant^  c^  aura 

jr  =?  r sîn  âc^s v  +rcosB  cofi i  sin  t^, . 

En  nommant  â'  et  f  ce  que  deviennent  #  et  /  par  rapport 
à  m'y  oii  aara  de  même 

> 

>  *  *  * 

a/  =5=  /cos/cosv'— ^  /sinô'  cose'^sinv', 
. y  =  r^sinô' GO»4?' +r  cosé'co&i'sm  v', 
M   s=  r  sm  r  sm  v\ 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p*,  on 
trouve 

l*=r*-4-'^* — 2r/cos(tf'— ô)cosvco8t;' — 2rr'co8Min(/-<)8invcosv^ 
+  Qrr^  cos  f  sin  (  ô'  — 6)  cos  v  sin  v'   . 
-*  ar/[cos  î  cos  i''  co8(  fl' — fl) + sin*  sin  i*]  sin  i;  sin  v' . 

On  voit  déjà  par  cette  expsesrion^  qui  ne  contient  que  Tare 
6^—8  compris  entre  les  nœuds  des  deux  orbites ,  que  ^  et  par 
conséquent' lii  fonction  R,  sont  indépendantes  de  la  droite 
d'où  lès  longitudes ,  sont  comptées  sur  le  plan  fixe. 

Pour  introduire  dans  la  fonction  précédente  les  constantes 
qui  fixent^  la  position  de  la  conimune  intersection  des  deux 
orbites,  j.'obserVe  que  les  angles  v  et  v  étant  comptés  des  nœuds 
des  orbites'dç  met  de  iTi^^^urle  plan- fi2;6«'9Î l'on  nomnie  II 
la  longiti|d,e  de  leur  copuim^i^  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première ,  et  n'  cette  même  longitude  comptée 
sur  l'orbite  de  ni^  qu'on  désigne  pari'  et  /  les  longitudes  des 
4^UL  pli^QÇ^tes  içopipjbé^  ii^  (cette  ipème  droite  et  juur:l|es  pliyt^a. 
de  leurs  orbites  respectives,  on  aura 

t;  ==  </  4;  ^  -r  3i3:  «''  =w  ♦*'  +  n'  TT  6'* 

Si  l'on  substitue  pouii^ei^4eu^STalettirsdtttis^3'^pf«Mioiv 
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|>sr*4-r^«--ar/[cot(rr9)GOf(n'-^— coM'ûn(9^-a>in(Ilf-r)leot(iH-n^ 

-♦<irr'[cofCe'-ô)»in(ir-ftO+co8i'iin(«'-e)coe(n'-90]co«(^'+n-e>im/ 

—  arr'  {[coiicoiî'coi(d'—  6)  +  «n  i  «n  îT  sin  (ÏI'  — «0 

^  cost  tin  (6*  —  O)cos(n'  —  fi')}  sin  (i^  -f*n  —  6)  cosm' 

—  arr'  ^cot  î  coi  i'  cot  (fi'—  ô)  H-  tin  î  tin  i^2  «>•  (n' — 'ft') 

—  C(Miiiii(e'— ft)im(ir  — aO}  Mn(i^-f.JI  — e)»în  i/. 

GoDsidërons  le  triangle  sphërique  compris,  entre  les  plans 
des  orbites  de  m  et  m' ,  et  le  plan  fixe  ;  nommons  I  Tin- 
dinaison  mutuelle  des  deux  premiers  plans  ;  IT-—  9 ,  If  —  1% 
et  O'—- 4,'  seront  les  trois  côtés  de  ee  triangle  ,  et  i8o*— T, 
jet  ][  les  angles  respectivement  opposes  à  chacun  d'eux.  Par 
les  formules  de  Ibl  Trigonométrie  spbérique ,  on  aura 

cos  (n  —  fi)  =cos(l'— #)cos(n'— O— cos^'^sinCfi'— fl)8in(n'— fl')^ 

cosl8in(n-6)=cos(9'— «)sin(n'— O+cosï^sinCl"— ô)cos(n'— 0> 
cosàin(n--fl)==8in(9'— «)co8(n'-.a')+cosrco8(a'--fl)8in(n'— y),^ 

iin^in(n — 6)=  sin  f  sin  (II" — iT) , 

cos  I  =  cos /cos  C  +  sin  I  sin  Tcos  (tf' -^  fi), 

cos(n'— fl')=co8(«'— ^)cos(n—  9)  +cosi8in(6'— OMa(n— 0- 

En  vertu  de  ces  :^eUtions,  le  coefficient  de 

—  arK  cos  (v  +  n  —  6)  cos  v\  dans  l'expression  de  ^* ,  se  réduit 
à  co8(n  —  #)  ;  le  coefficient  du  terme  +ar/ cpsCv'+n — 9)sin  v\ 
se  réduit  à  cos  I  sia  (n  — -  6} ,   le  coefficient  du  ternie ^ 

—  ar/  sin  (i'-f-  n  —  9)  cos  /  peut  8!écrire  ainsi 

eos  i[8in(y  —  9)cos  (H'  ^  flO  +  cos^W(6'—  9)8in(n' — 9')] 

+  sin  I  sin  i^  sin  (n'  —  6') , 

qui  j  en  vertu  des  relations  précédentes  devient 

ço9?uin(n — 9)  +sin* f sin(n —  ô) ,  ott  simplement  8in(n —  6>. 

Enfin ,  le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction^ 
multiplié  par  coa  (é' — 9) ,  peut  prendre  cette  forme 

fcos  «  cos  î'  4-  sin  i  sin  T  cos  (é' —  9)  Jcos  (n'i—  0 
^çosisin(l'— 9)[co8(9'— l)8in(n'— *')+cosi'sin(9'-*)co6(n'-y)],. 
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t>u  bien 

C08 1  [cos  (n'  —  f)  —  cos  /  sin  (9'  —  fl)  sin  (n  —  #)]. 

£n  substituant  pour  cos(n'  — V)  sa  valeur ,  et  divisant  pai^ 
cos  (V  —  6)  le  re'sultat  j  on  voit  que  le  coefEcieut  cherché  se 
réduit  à  cos  I  cos(n  —  B). 

On  aura  donc  ainsi 

p*=:r*+  **'* — 2rr'cos(n— il)  €08(1^+11—0)  cos  v' 
+  ^^^'  cos  I  sin(n — fl)  co*(i'+n— fl)8in/ 
— 2rr^  sin(n  —  fl)sin(f  -f-  n  —  fl)cos/ 
—  ar/  cos  1  cos  (n — 6)  sin(f^+n  —  9)  sin  / . 

Ou  en  réduisant 

p*  =  r*  +  /•  —  nr/cos  v  cos  v'  —  2r/  cos  I  sin  t^  sin  i/»    -  . . 

On  voit  que  cette  valeur  ne  dépend  plus  que  de  l'incli— 
liaison  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  de  la  position  respective 
de  m  et  de  m'  relativement  à  leur  commune  intersection* 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n®  i.  Si  au  lieu  de  compter  les  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites  ^  on  voulait  leur  don* 
ner  une  origine  quelconque  ^  il  suffirait  de  retrancher  de  i^ 
et  /  les  angles  n  et  n'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 


54^  tHÊORIE  ANALYTIQUE 

NOTE  IL 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  de 
VincUnaison  et  des  nœuds,  (F'ojrez  page  24*) 

On  peut  arriver  d'une  autre  manière  au^  formules  du  n^  4> 
livre  VI. 
En  effet,  faisons 

xasrcos((»— 0t),  j^ssïr8În(i^— «)cos^,  z=r8in(i'— it)8in^> 
a/=/co8(/ — flt')>  y=''8in(/— •)cosf',  z'=r'8in(i' — *')8inf ', 

les  angles  «  et  «  désignant  les  ^ngitudes  de  l'intersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectivement  l'une 
sur  le  plan  de  l'orbite  de  m ,  l'autre  sur  le  plan  de  l'orbite 
de  m'. 

Si  l'orbite  de  m  est  supposée  très  peu  inclinée  au  plan  fixe 
des  X  et  des  j^,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  l'indinaison  f  de 
ces  deux  plans ,  les  coordonnées  xeijr  seront  indépendantes 
de  f  y  et  si  l'on  fait 

p  sts  sinf  sinic,     t^  es  flinfcos«; 

d*où  l'on  conclut 

z 

-  t=  ^smv  — - /icosv; 


on  aura  simplement 


dK  dK 

_  =  _rcos.^, 

dK  dR 

dq  dz 


(I) 


En  différentiant  la  valeur  de  R,  et  en  faisant  dans  la 
différentielle  jc  =  o,  ce  qui  est  permis  lorsqu'on  prend, 
comme  nous  le  ferons ,  pour  plan  de  projection  celui  de  l'or- 
bite primitive  de  m,  et  qu'on  néglige    le  carré  des  forces 
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^ïturbatrices,  on  a 

dR. 


Si  Ton  nomme  y  riDclinaison  mutuelle  des  detix  orbites  à 
rinstant  que  Ton  choisit  pour  époque ,  et  II  la  longitude 
de  leurs  nœuds ,  en  prenant  le  plan  de  Forbite  de  tn  pour 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  des  deux  pla«* 
«êtes  y  on  ^ura  y  =  f'  et  «= «^  ssll.  Par  conséquent 

/  =  /  sin  (i''  —  n)  sin  y. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  ^ ,  et  qu'ensuite  on 
remplace  -j-  par  sa  valeur  dans  les  équations  (i) ,  on  aura 

—  ==x.— m'(^--.^^rr'sinysin(/— n)cosi^, 

—  =       m' T— 5-  —  -yjj  rKsin  y  sîn  (c'  —  II)  sin  v. 

Maintenant >  par  la  substitution  de  la  valeur  de  Y,  on  a, 
^^  I,  page  4, 

^*=r*+/*^-arr  co8(i/— p)cos*;y —  2rr^cos(i^'  + 1»— -an)sSn4y. 
On  a  d'ailleurs 

d'où  l'on  tire 


^  __    .    / 1        I N 


>        \ 


On  a  d  ailleurs -j- = -T-  -j-j  -r-=  j-"T">  i^^^-r   j^l 

d\^        d^  d^^  dy      df  dy^  dn        df  dïl* 


oft'trouveta  ainsi 
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^^m'(^  -  ^)  r/[.iii(/-^)  ce..  i>-.in(^H.^-îâl)lim.  1>]  , 

Maintenant,  si  Ton  multiplie  la  preihiète  de  ces  valeurs  par 

tang^ycosn,  la  seconde  par  -: ^  la  troisième  par  sin  U^ 

€t  qu'on  les  ajoute  ;  qu'on  multiplie  ensuite  la  première 
par  tang  ^ysin  II  ^  la  seconde  par  -, —  ,  la  troisième  par 
—  cos  n  ,  et  qu'on  les  ajoute,  on  trouvera 

on  aura  par  conséquent 

--  =  — -3-smn— l-i — i;;;  +  tangjy -r-Jcosn, 
dp  dy  \sinydn     *       ^^     dvj 

-7-  =  — -r-cosn+(-T — j=+  tang|>-r-)8mn. 
dq  dy  \s\uydn  *         ^  *  '^  é?*»/ 

Par  les  formules  du  n®  44  y  ^^^^^  ^^  »  ^^  & 

On  aura  donc  enfin 

andt    rdK  /  t    dK  ,  ^       ,    dR\.  „*] 

«im//  r^  .     .  /  ï  «^  . .    .  ^\   «"1 
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On  fera  coïncider  ces  formules  avec  celles  dan**  4»  ^^  ob- 
servant que  les  longitudes  sont ,  dans  ce  numéro  ,  suppo- 
sées comptées  de  l'intersection  des  deux  orbites,  ce  qui  donne 
n  =  o  ;  qu'à  la  variable  y  on  a  substitué  la  variable  A  dé- 
terminée par  l'équation    i— cosy^^A*^   ce    qui    donne 

^—  =  cos  î>  -v- ,  et  qu  on  a  d  ailleurs  t"  =  -j-  +  -?-• 
dy  ^^  dx  ^       ^  di^        dt       dm 


'I 
1 


t*i 


Tome  III.  35 
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NOTE  m. 

Sur  les  fonctions  elliptiques.  {Ployez  page  87.) 

Si  ToQ  fait  x  =  sinf ,  jr^=z  sin  ^ %  la  différentielle  de  Tequa- 
tion  (  C  )  deviendra 

dx  fcdy 


1/ 1— ar*  V^  I  — c*4?       1/ 1— ^*  V^  I  —  c  V 


0) 


^r/i— j*' 


Soit  j:  =  ^-^r====  i  ce  qui  donne 
l/i— cV 

/i«'j^^  —  (^*  +  c'*a:»)y*  +  a?»  =  o.  (2) 

Eu  differentiant  cette  équation  on  trouve 

jrdjr       ""         dx 

ou  bien  en  substituant  pour  x  sa  valeur 

djr fidx 

&  Ton  multiplie  par  ^  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  Téquation  (i)  on  aura 

dx  ft^dx 

Mais  de  Téquation  (2)  on  tire 

2^*j^ = A«*  +  c''x^  —  v/o«*  +  c'^xy  —  4^»x« . 

Par  conséquent 


Si  l'on  compare  les  dénominateurs  dans  les  deux  membres , 


on  aura 

c''»  =  c>'»,     2  —  C''  = 


4=^«4.    ,_.'.  =  lLiLf>! 


DtJ  SYSTÈME  DU  MONDE.  S47 

d'où  l'on  tire 


^^f 


On  aura  donc  ainsi  pour  fé  et  c'  des  valeurs  réelles ,  et 
l'équation  (i)  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x  et  j* 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'expression  de  j:  ,  on  aura 

ftsin^'cos^'  ,       aV^c  c' 

Sin^  =         . ,       €   = ; ,       JC=  — —  , 

valeurs  qui  satisferont  à  l'équation  (C) ,  n^  aa ,  ainsi  que 
nous  l'avons  supposé. 


35.. 
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NOTE  .IV. 

Sur  la  stabilité  du  système  planétaire.  {Voj.  p.  227.) 

On  a  entre  Ifis  «^Loentiicités  «t  les  tangentes  des  inclinaisons 
âes  orbes  planétaires  les  équations  de  condition  suivantes  : 

e'^my/a  +  e'^m'  y/d  +  e''*m* \/'â"  +  etc.  =  C,  1 ,  , 

tanf,*^m  y  a-\- tang*^'m'  K  a' 4  tang^^^m'  ^  a*+etc      "' 


.rrC'.j 


Lagrange ,  dans  le  n"  102  de  la  section  VU  de  la  Mécanique 
analjiiqucy  dit  :  «  Il  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or- 
bites (  el  par  conséquent  les  tangentes  des  inclinaisons  ) 
qui  appartiennent  à  des  masses  très  grandes  sont  une  fois 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne  ;  mais  celles  qui  appartiennent  à  des 
masses  très  petites  pourront  croître  jusqu'à  Tunité  et  au«delà , 
et  Ton  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  » 

Cette  remarque,  que  j'ai  développée  avec  détail  n^  56, 
parait  avoir  été  mal  saisie  par  Laplace,  qu'il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet ,  après  l'avoir  reproduite  dans  le  n®  a, 
livre  XY  de  la  Mécanique  céleste ,  il  ajoute  :  «  Lagrange  en 
conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conserveront  toujours  une  petite  valeur  qu'e/i  résolvant  VéquO'» 
tien  algébrique  qui  détermine  les  coefficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e  sin  « ,  e  ùos  et^  e'  sin  »\  etc.^ 
et  en  s' assurant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eût  considéré  ce  que  j'ai  dit 
dans  le  n**  67  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  tu 
que  sans  recourir  à  cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
cines sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d'après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l'observation  de 
Lagrange ,  il  est  évident  qu'il  n'en  a  pas  apprécié  toute  la  por- 
^e'e.  ^^  effet,  Lagrange  ne  dit  pas  qu'il  suffise ,  pour  que  les  ex- 
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centricites  et  les  inclinaisoDS  soient  toujours  très  petites ,  que 
l'équation  dont  il  est  question  ait  toutes  ses  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu'il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons, données  par  Tintégration  des  formuleSN  différeu'- 
tielles  qui  les  déterminent,  demeurent  toujéur»  très  petites ,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  n®  56,  livre  YI, 
soit  aussi  satisfaite ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  La  place  tombe  donc  à  faux  ,  puis- 
qu'elle ne  s'applique  pas  à  l'observation  de  Lagrange  prise 
dans  son  véritable  sens. 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  cité  par  Laplace , 
nous  en  avons  reproduit  l'esprit-  dans  le  n^  65  du  livre  II  ; 
mais  puisque  r.occasiôn  s'en  présente ,  noils  fêtons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l'on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  céleste  ,  et  qu'on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu'on  en  doit  tirer,  on  conclura,. 
il  me  semble,  que  pour  satisfaire  aux  équations  de  condi- 
tion (a) ,  l'équation  que  nous  avons  désignée  par  X  =  o  dans 
le  n°  56,  livre  YI ,  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  pdur  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéfini- 
ment ,  il  faut  :que  cette  condition  soit  nécessairement  satis-». 
faite  -,  or ,  n'est-ce  pas  ce  que  l'on  sait  d'dvance  par  la  forme^ 
même  des  valeurs^des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  n'est** 
ce  pas  une  espèce  de  cercle  vicieux,  dans  lequel  on  tourne  san& 
rien  prouver?  C'est  seulement,  selon  moi ,  de  l'équation  algé- 
brique X  =  o  que  l'on  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à  la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ;  et ,  ce  qui  serait  à  désirer,  c'est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation^  on 
pût  démontrer  la  réalité  et  l'inégalité  de  ses  racines  ;  mais  cela 
paraît  très  difficile  lorsqu'on  considère  à  la  fois  lé  système  des 
sept  planètes  principales ,  et  jusqu'à  ce  qu'on  y  soit  parvenu  , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s'assurer  de  la  réalité  de  ses  racines,  comme  je  l'ai  £8^it  n^g^ 
du  livre  YI , 
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NOTE  V.  (Voir  page  548.) 

Mtgr^ns  nfouuemens  sidéraux  des  planètes  pour  une  année 
julienne  de  365^  ^^  ou  valeurs  den,  n\  etc. 

Mercure n  =  S38ioi6"y53 

Vénus fi  =  2106641*42 

La  Terre. • .  •  •  n'  as  1295977 ,87 

Mars nf=    689051,08 

Jupiter*  • .  •  •  •  n>^=     109256*59 

Saturne n^  ss      4^99^9^^ 

Uranus n^'&a      15425*49 

d'où  Ton  a  conclu  s 

Distances  mojrennes  des  planètes  au  Soleil  ou  demi- grands 

axes  de  leurs  orbites* 

Mercure a  =  0,88709888 

Vénus •  a'  =s  0,72338228 

La  Terre a*  =:  i  ,00000000 

Mars ^=  1 ,52869210 

Jupiter. a^^=  5, 201  iS524 

Saturne a^  =  9,58797820 

Uranus a^^=zi9, 18261740 

Telles  sont  les  valeurs  des  moyens  mouvemens  et  des  dis- 
tances moyennes  qui  résultent  des  tables  astronomiques  les 
plus  récentes  ;  ce  sont  celles  qu'on  aurait  dû  employer  dans 
le  calcul  des  perturbations  planétaires  :  mais  en  les  com- 
parant aux  valeurs  que  nous  avops  adoptées  n*  88,  on  voit 
qu'il  n'en  peut  provenir  dans  les  résultats  aucune  différence 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  elliptiques, 
relatifs  à  Tannée  1800 ,  que  nous  avons  prise  pour  époque^ 
n'ont  besoin  d'aucun  changement. 
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NOTES  DIVERSES 


Sur  la  comète  de  i  ySg, 

L'époque  qui  s'approche  du  retour  de  cette  comète  à  sou 
périhélie  doime  un  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à  sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  élémen» 
de  Torbite  foya  i835,  que  j'ai  donnés  n*»  4?  du  livre  III ,  ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j'ai  présentés  dans  la  Connais' 
sànce  des  Tems  pour  i833  ;  mais  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultats  rapportés  dans  le  livre  III  sont  ceux  qu'a  obte- 
nus M.  Damoiseau ,  comme  je  l'ai  annoncé  n^  4  '  9  ]\\Te  cité  y. 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j*ai  présenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ce  qui  m'a  engagé  à  recourir  au  travail 
de  M.  Damoiseau  pour  les  exemples  numériques  que  je  voulais 
donner,  c'est  que  cet  astronome  avait. adopté  la  division  ^i?^:^- 
gésimale  du  cercle,  que  j'ai  suivie  dans  tout  le  cours  de  cet  ou* 
▼rage ,  tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j'ai  préféré^ 
pour  la  commodité  du  calcul,  la  division  décimale.  Ce  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  VI  {Savans  étrangers)  ;  j'en  ai  extrait  les  résultats  sui- 
vans ,  convertis  en  secondes  sexagésimales,  et  qui  proviennent 
des  dernières  corrections  que  j'ai  fait  subir  aux  masses  pertur- 
batrices, et  des  altérations  relatives  à  l'action  de  la  Terre ,  que 
je  n'avais  considérée  qu'à  partir  du  périhélie  de  1759,  et  dont 
l'influence  sur  la  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  ,  quoique  moins  forte  que  celle  qu'elle  a  exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l'ont  âuivi ,  sera  pourtant  assez 
sensible,  sur  la  durée  de  lapériod^e  actuelle,  pour  qu'on  en 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j'ai  dit 
dans  la  note  Y  du  tome  II  de  cet  ouvrage. 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de   1682  et  de  1769,   faite  avec  grand  sdin  par 
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Burckhardt  (*) ,  et  en  employant  pour  les  masses  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus  les  yaleurs  que  nous  avons  adoptées  n^  87, 
liyre  YI ,  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co- 
mète a  subies  dans  l'intervalle  des  passages  de  1682  et  i^Sg  : 

AltcratioDS  de  PanomaUe  Altérations  da  moyen 

moyenne.  mourement  diame. 

TP +  i70io',4«  +  o*,336854 

1^ -I-  393,76  '         ■+-  0,028336 

^ •.  +  339,2a  4"  OyOi3963f 

,$ M  —  o  ,oo65o2 

+  17743,44  +  0,372651 

Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex^ 
35^0. jj/f 

pression  = nommant    donc  n,   on  aura 

f  27937 

ji=:45'',75496  ;  et  en  nommant  n'^n  -f  t^  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1 769 ,  on  aura  n'  =  46^^,  1 276r . 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  1759  jus-- 
qu'au  prochain  retour  m'a  donné  ensuite  : 

Alt^ratioaa  de  l'anomalie  Ahéradons  dn  moyen 

moyenne.  moa?ement  dinnie., 

TP +  1356^94  +  o^397844I 

"b +  1979^^7         —  0,0889308 

i& +    129,23  +0,0091954 

(^ +     72i>47  +0,0258207 

+  4^^86,91  +  0,3439294 

En  nommant  T' l'iAjtervalle  entre  le  passage  au  périhélie  de 
1759  et  le  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite,  ont 
aura 


■*>—■>  .        ^— — ^^— ^a^a^iif^— ^ 


.  .(^)  Ççma^sançe  d^s  Tem*  ^oni;  iBi9^ 
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y  ^  360»  -  li/i:  ^  ^3  3 

n 

ce  qui,  à  compter  du  12,6  mars  1759 ,  origine  de  la  période, 
répond  au  12,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  étant  compté  de  minuit. 

M.  Damoiseau  a  fixé  ce  passage  au  4982  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu'en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu'il  a 
employées  à  celles  qui  sont  aujourd'hui  généralement  adop- 
tées, il  n'en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8  jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  à  celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis ,  et  à  la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à  l'instant  du  passage  sera  de 
46*,  12761  +  o",343929=:  46">47*S39,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  i7'',99755. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique  à 
la  même  époque ,  le  calcul  des  perturbations  pendant  l'inter- 
valle de  1759  jusqu'au  prochain  retour  m'a  donné  : 

Aitéraiions  de  V excentricité,  du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  V inclinaison  et  la  longitude  du  nœud, 

1^  Z/»  sin  p  sin  B  sin  9  cos  9 

Tp... —  0,00035796  —  85o"i8  —  0,00073447  —  0,0034^496 

i> ...+ o, 00034304  —    84,55  —0,00010410  — 0,00030874 

ifi... —  o,ooooa658  —    a3,ii  — 0,00000766  -f- OjOOooaSgS 

—  o,ooou4i5o        —  957,84         —  o, 000846^3 /-       —  0,00370777 

L'excentricité  de  l'orbite,  d'après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  1759,  était  0,9675571  ;  on  aura  donc  pour 
l'excentricité  en  i835,   0,9675571 — 0,0000415=0,9675156. 

Les  valeurs  de  sin  ^  sin  6  et  sin  ^  cos  ê  supposent  que 
l'on  a  pris  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  la  comète 
ep  1759.  On  en  tire,  pour  l'inclinaison  et  pour  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  mobile  sur  ce  plan, 

<f  =  12' 64*,      ô  =  167»  8' 36". 
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sons  même ,  afin  de  rendre  la  cbose  plus  manifeste ,  que  le' 
Soleil  soit  parfaitement  spherique^,  qu'il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe  y  et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

»  Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  Torbite  de  la  Terre  ^  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  Yécliptique,  de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à  lui-même  dans  t espace. 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  récliptique  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible.  » 

J'ai  cite'  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse ,  renvoyer  au  n*  86  du  livre  VI ,  ou  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu'on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n®  cité  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre ,  regardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  çt  et  Çi'  les  inclinaisons 
respectives  de  l'éciip tique  et  de  l'cquateur  sur  un  plan  fixe 
quelconque  ^  0  eiê^  les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n®  86,  donneront 


m^a(i — 4î*)  cosf  +  C«cos^'=/, 

m\/a(i  —  e*)sin^cos9  —  G^sin^'cosd' ^ /',  ^   (i) 

m \/a  (I  —  e*)  sin  <p  sin  fl  —  Qm  sin  ^'  sin  ô'  =  /'. 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  com« 
mune  de  l'équateur  et  de  l'écliplique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes,  et  qu'il  partage  l'angle  ^  +  ^'  que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans,  de  manière  qu'on  ait 

my  a  (i  —  e*)  sin  ^  —  C«  sin  ^'  =  o.       (2) 

Les  deux  dernières  équations  (i)  donneront  d-cz:  ô',  et  par  suite 
/=  o,  /'  =  o,  c'est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sera 
le  plan  maximum,  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in- 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons;  et  si  Ton 
nomme  y  =  ^-t-  ^'  Tobliquité  de  l'écliptique^  en  élevant  au 
carré  l'équation  (2)  et  la  première  des  équations  (i)^  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 

Si  l'on  néglige  le  carré  de  l'excentricité  e  de  l'orbe  terres- 
tre ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  une  cons- 
tante ;  l'obliquité  de  l'éclip tique  ne  variera  donc  pas  ;  et 
comme  les  équations  (i)  et  (2)  donnent  encore 

/•  +  m«a(i  —  e*)  —  CV 
cos  o  = V 7n y 

COS^     =    ; ~ ■> 

les  angles  ç  et  ç'  seront  également  constans.  Ainsi  donc ,  dans 
ce  cas ,  l'inclinaison  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe ,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à  ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan  ;  cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe ,  et  par  conséquent 
à  ti  es  peu  près  parallèle  à  lui-même.  En  effet ,  en  négligeant 

le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a  \/az=za*n^  n  étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  l'équation  (2) 
donne 

ma^n  sin  a^  =z  Cm  sin  ^^ 
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Eu  nommant  D  le  rayon  de  l'équateur,  on  a  G  =1  mD*, 
et  par  le  n®  86  ^  livre  YI ,  on  a 


iD^ 


tt 


a^n 


=  0,00000025399. 


En  supposant  donc  ^'=23**  27'  5o^,  on  trouve  que  l'angle  f 
est  moindre  que  o'',o209  ;  oh  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  Tecliptique  se  confond  avec  le  plan  principal  de  projec- 
tion ,  et  comme  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante ,  leur  identité'  se  maintiendra  toujours. 

Main  tenant  y  si  l'on  considère  le  cas  géne'ral,  l'équation  (2), 
en  la  di£ferentiant ,  donnera  à  très  peu  près 


ma^n  ^/ 1^—  e"  ^  =r  €m  cos  ^*i^'. 

En  substituant  pour  G  sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment ,  9'  =  23°  27'  So",  cette  équation  donne 

i'^  =  O,O0OOOO2329^(^^ 

Il  s'en  faut  donc  beaucoup  que ,  comme  l'assure  M.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l'équateur.  Nous  avons  trouvé ,  n<*  98, 
16'  16''  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  depuis 
le  temps  dllipparque  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  f'^'=:  976",  on  aura 

/^  =  ©",00022739. 

Ainsi  en  1928  ans  ,  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  n'aurait  pas  varié  de  2  dix* millièmes  de  seconde;  on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible ,  et  considérer,  dans 
ce  cas ,  le  plan  de  l'écliptique  comme  invariable,  conformé- 
ment à  la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativement  au. 
mouvement  des  nœuds ,  comme  on  a,  d'après  les  équa* 
lions  (i),  â=  fi',  il  est  clair  que  le  nœud  de  l'ecliptique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  Te'quateur,  en  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  ;  mais  cela  n'implique  pas  contradiction  ,  puisqu'une  va- 
riation très  légère  dans  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  plans , 
supposée  très  petite,  peut  en  produire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace ,  consiste  à  supposer  que  le  sys- 
tème est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas,  le  plan  invariable,  se- 
lon les  idées  de  ce  grand  géomètre ,  est  celui  que  décrit  le 
centre  commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune ,  ce  qui 
diffère  peu  du  plan  de  l'écliptique.  Montrons  qu'en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours,  à  très  peu  près,  avec  le  plan  maximum 
des  aires  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à  celui  de  deux  pla- 
nètes m  et  m'  réagissant  l'une  sur  Tautre ,  que  nous  avons 
considéré  n^  55,  livre  II,  et  le  plan  invariable  sera  déterminé 
par  les  équations  (i)  ,dans  lesquelles  il  suflSira  de  changer  G^v  en 

m'  \/ a\i — c^*) ,  m'  étant  la  masse  de  la  Lune ,  a'  et  e'  le  demi- 
grand  axe  et  l'excentricité  dç  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si  l'on  nomme  donc  ^  et  ç'  les  inclinaisons  respectives  de  l'é- 
cliptique et  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  maximum,  des  aires, 
on  aura 

m  v/a(i— e')  sin  (p  =  m'  \/ d  (i  —  e'^)  sin  ç\       (3) 
Or  on  a ,  à  très  peu  près , 


J  =  74,946,      \/l 


20. 


En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  c  et  e%  et  en 
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supposant  ^'  =  5*>8'38*,  qui  est  rinclinaison  de  l'orbite  lu- 
naire à  Técliptique ,  on  trourera  que  Vangle  q>  ne  s'élève  pas 
à  12".  En  différentiant  l'équation  (3),  on  aura,  à  très  peu 
près , 

mya 
d'où  Ton  conclut ,  d'après  les  valeurs  précédentes  , 

/Ip  =  0,00066446^^; 

et  comme  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'éclip- 
tique  vraie  est  constante ,  malgré  le  mouvement  séculaire  de 
Fécliptique,  si  l'on  suppose  <hp'  =  976",  valeur  supérieure  à 
celle  qu'on  peut  supposer  à  la  variation  de  l'orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe,  depuis  le  temps  d'Hipparque  jusqu'à  nos  jours, 
on  trouve  i^  =  o",64  pour  la  variation  de  l'orbe  terrestre  en 
1928  ans  :  ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  îm^ariable 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  l'écliptique  sur  le  plan  maximum  des 
aires,  onaô  =  ô',  et  d'après  les  équations  (i),  le  nœud  ascen- 
dant de  l'orbe  lunaire  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de  l'é- 
cliptique, et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  fixe  est 
d'environ  19*»  par  an ,  il  est  clair  que  l'intersection  des  plans 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  mao:^ 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n'empêchera 
pas  le  plan  de  l'écliptique  de  rester  toujours  à  très  peu  près 
parallèle  à  lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent ,  la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  (*). 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  qn'il  ne  s'agit  ici  que  d'un  cas  particulier  qui  est 
sans  application  dans  le  système  du  monde.  Laplace'en  calculant,  n*  ag, 
livre  VII,  les  inégalités  Innaires  dues  à  la  non-sphéricilé  de  la  Terre,  trouve  que 
60(1  influence  sur  les  déplaremens  de  Torbite  de  la  Lune  serait  d'augmenter 
d<e  o,oooooo!26384'^i£  lo  mouvement  rétrograde  des  nœuds ,  nt  ctam  le  moyen 
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On  conçoit,  en  effet,  que  dans  les  deux  systèmes  que  nous 
venons  de  considérer,  comme  on  a  y  z=:f  -|-  ^\  et  par  suite 
^  =  ^(^  -f-  i'qf^  si  i"^  est  une  assez  petite  quantité  pour  qu'on 
pu'tsse  la  négliger  par  rapport -à  ^q>\  on  aura  simplement 
^  =  ^^,  c'est-à-dire  que  les  variations  de  Téquateur  dans  le 
premier  cas,  et  celle  de  Torbe  lunaire  dans  le  second,  par 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu'il  résulte  de  la  théorie  de 
Laplace,  seront  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plans  pas 
rapport  à  un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  fixe  ;  les 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,  ce  grand  géo-* 
mètre  n'a  jamais  prétendu  autre  chose  ;  l'invariabilité  du  plan 
insfariabh  tel  qu'il  le  définit  n^  62  du  livre  II  de  la  Mé^ 
canique  céleste,  comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveniens 
planétaires,  n'est  qu'approchée  et  exacte  qu'autant  qu'on 
néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  réi 
sultantes  de  la  forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes. 
Dans  le  n^  21  du  livre  I",  Laplace  a  donné  la  théorie  gêné-, 
raie  du  plan  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  ;  il  en  a  fait  l'application  au 
système  du  monde  dans  le  livre  II ,  en  profitant  de  tous  les< 
avantages  qu'offrait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  planétaires ,  question  assez  difficile  pour  qu'on  n& 
cherche  pas  sans  nécessité  à  la  compliquer. 

Les  équations  (i)  nous  montrent  encore  que  quand  bien 
même  les  ^conds  termes  des  premiers  membres  seraient  corn-* 
parables  et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu, 
par  exemple,  si  les  aires  que  ces  termes  représentent  prove*^. 
naient  de  la  rotation  du  Soleil,  on  pourrait  encore  prendre, 
l'écliptique  pour  le  plan  invariable  du  système,  bien  que  par 
sa  position  il  difieràt  sensiblement ,  dans  ce  cas ,  du  plan- 
maximum  des  aires. 

moBTement  de  la  Lune  daoi  son  orbite.  Cette  quantiti^  est  absolwneiit 
ipsensible ,  et  à  plus  forte  raisoa  par  conséquent  la  non  sphéricité  de  la 
Terre  ne  pent  avoir  sur  la  position  du  plan  invariable  aucune  af^tion  ap. 
préciaUe.  Le  même  résultat  a  lieu  par  rapport  h  Pellipticitc  du  Soleil , 
comme  nous  Pavons  vu  n«  ^^çTi  livre, VI. 
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